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Vorwort. 



Dieses Werk will eine Ergänzung zu den elementaren Leitfäden und 
Lehrbüchern der darstellenden Geometrie sein; es versucht, Aufgaben streng 
zu lösen, die nur vereinzelt, oder für besondere Lägen der dargestellten Baum- 
figur, oder bloß „schematisch" behandelt zu werden pflegen, obwohl sie dem 
stereometrischen Unterricht auf Schritt und Tritt entspringen. Den eigent* 
liehen Anstoß zur Veröffentlichung hat die schöne, für Studenten bestimmte 
darstellende Geometrie von R. Sturm (Leipzig, Teubner 1900) gegeben, worin 
es. (Seite 141, 142) heißt: „Für die Konstruktion der Projektion sphärischer 
Dreiecke ist es wichtig, folgende Aufgabe zu lösen: Es seien A', B' zwei 
Punkte innerhalb des scheinbaren Umrisses U' einer Kugel, die wir als Pro- 
jektionen von zwei Punkten der Kugel aufzufassen haben; die Ellipse genauer 
zu bestimmen, in die sich der durch diese Pimkte gehende größte Kugelkreis 
projiziert. Die Lösung dieser Aufgabe setzt freilich Kenntnisse voraus, die 
über den Rahmen dieses Buches hinausgehen, weshalb wir sie nicht voll"- 
ständig erörtern können . . /' Ich meine, daß schon die Schüler der Mittel- 
schulen wegen der Beziehungen des von mir bearbeiteten Stoffes zum mathe- 
matischen Elementarunterricht ein Anrecht darauf haben, gerade in diesen 
Dingen imterwiesen zu werden (man vergleiche die Bemerkungen von Holz- 
müller in der Zeitschrift für den mathemat. u. naturw. Unterricht [Hoff- 
mann] Bd. 29, Seite 92 u. 329) und daß der Unterricht in der darstellenden 
Geometrie sich bis zu einem gewissen Grade die Stoffe der elementaren Stereo- 
metrie zu eigen machen solle. Zur Bewältigung ist nur die gewöhnliche 
Planimetrie und Stereometrie einschließlich der Sätze über Pol und Polare 
beim Kreise nötig, da ich für solche Leser, die von Kegelschnitten nicht viel 
erfahren haben, die Lehre von der Ellipse soweit entwickle, wie es hier nötig 
ist. Ein weiterer Zweck dieser Darlegung von Ellipseneigenschaften ist natür- 
lich die Zusammenstellung des nötigen Rüstzeuges; daher ist mir dabei nicht 
die Einheitlichkeit der Methode maßgebend gewesen, sondern außer der Leicht- 
verständlichkeit die Gewinnung möglichst vieler Beziehungen zu der Kreis- 
und Kugelprojektion, die den Hauptinhalt des Buches ausmacht. Umgekehrt 
aber kann der stereometrische Unterricht in manchen Fällen unmittelbar aus 
sich selbst heraus die Darstellung der in ihm betrachteten Figuren entwickeln; 
daher ist das Verständnis dieses Buches auch von der Kenntnis der Projektion 
auf zwei Tafeln unabhängig gemacht im Hinblick darauf, daß viele Gymnasien 
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noch gegenwärtig eines besonderen Unterrichtes in darstellender Geometrie 
entbehren. Nun soll man ja mit perspektivischen Figuren im stereometri- 
schen Unterricht sparsam umgehen; wenn aber einmal eine solche Figur be- 
nutzt wird — sei es, daß man sie fertig zeigt oder vor den Augen der Schüler 
entwirft, oder von den Schülern zeichnen läßt — dann muß sie auch genau, 
oder mindestens frei von groben Fehlern, mathematisch durchdacht sein. 
Überhaupt sind weitergehende mathematische Beziehungen bei der hier ge- 
botenen Behandlung der Aufgaben mannigfach berücksichtigt, auch Proben 
und Aushilfen in Fällen ungenauer oder unzugänglicher Schnittpunkte usw. 
herangezogen worden. Aus dem im Laufe zweier Jahrzehnte angehäuften 
Stoffe habe ich vorläufig nur einen kleinen Teil ausgewählt, und namentlich 
die auf Hyperbeln und höhere Kurven führenden Aufgaben (mit Ausnahme 
der Kugelzykloide § 12, des ümdrehungswulstes und der Schraubenlinie § 16) 
vermieden, um ein eng umgrenztes Gebiet stereometriacher Schulaufgaben 
zusammenzufassen. 

Die Herleitangen der Sätze und Lösungen habe ich möglichst geo- 
metrisch zu geben versucht, wo es mir auf die Heraushebung von inneren 
Zusammenhängen ankam, die durch die Rechnung verdunkelt werden. Dahin 
gehört z. B. die natürliche Beziehung des St ein er sehen „Dreibeines** zum 
Weis b ach sehen Dreieck, der Schnitt des ümdrehungswulstes mit einer 
Doppelberührungsebene, die Ableitung der Dodekaeder- und Ikosaedereigen- 
Schaften nur aus der goldenen Teilung, und die daraus folgende freie Dar- 
stellung der regelmäßigen Körper in beliebiger Stellung, die mit Leichtig- 
keit die Projektion der Durchdringungen der regelmäßigen Körper und die 
Wiedergabe der einfacheren unter den halbfegelmäßigen Körpern gestattet; 
denn die Zeichnung jener Durchdringimgen z. B. wird für die Anschauung 
gefade dadurch schwieriger, oder unübersichtlicher, daß man die Körper in 
eine besondere Lage zur Bildtafel bringt. 

Die Anordnung ist weder rein systematisch noch rein methodisch, viel- 
mehr sind innerhalb systematisch zusammengehörender Aufgaben kleinere 
Gruppen methodisch geordnet. Manche der nur angedeuteten Aufgaben wird 
der Anfänger nicht ohne weiteres lösen können, doch vermochte ich nicht 
alle ausführlich zu besprechen, ohne einen vorausbestimmten Umfang des 
Werkes allzusehr zu überschreiten; sie mögen Fortgeschritteneren als An- 
regung dienen. Gelegentlichen Hinweis auf die Behandlung einzelner diöser 
Aufgaben, die in ihrem Ergebnis zuweilen äußerst reizvoll sind, sowie weiteren 
Ubungsstoff bietet in Fülle Holzmüllers eigen- und einzigartige Stereo- 
metrie. Außer den bekannten umfassenden Lehrbüchern der darstellenden 
Geometrie nenne ich noch Christoph Gudermann, Lehrbuch der niederen 
Sphärik (Münster 1835), die genetische Stereometrie von Heinze-Lucke 
(Teubner 1886); das Lehrbuch der Stereometrie von Kommerell-Hauck 
(Tübingen 1905). Die Anwendungen auf die genaue Darstellung physi- 
kalischer und chemischer Apparate möchte ich noch besonders empfehlen. 
— In den Figuren ist die theoretisch bekanntlich nicht zu rechtfer- 
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tigende Verstärkung wie üblich der Deutlichkeit wegen angewendet. Ob- 
schon in ihnen viele Konstruktionsanhalte gegeben sind, so ist es doch not- 
wendig, daß der Anfänger sie selbsttätig auf das genaueste aufbaue; denn 
manche Vereinfachungen, manche die Herstellung beschleunigende Handgriffe, 
die schon wegen Raummangels im Texte und wegen Überlastung der Abbil- 
dungen nicht einmal angedeutet werden konnten, drängen sich dem denkend 
Zeichnenden erat während der Ausführung auf. Namöntlich gilt dies von den 
Bildern der nur im Texte behandelten Körper. 

Daß vorliegendes Buch zugleich zur Konzentration des mathematischen 
Unterrichts auffordert, braucht nach dem Gesagten nicht besonders gezeigt 
zu werden (für planimetrische, stereometrische, analytische, trigonometrische, 
algebraische und selbst für arithmetische Aufgaben bieten zahlreiche Figuren 
unmittelbare Ausgangspunkte). Verbesserungsvorschläge werde ich sehr 
gern und dankbar entgegennehmen; der Verlagshandlung aber bin ich für 
die Mühe und für die Opfer, die sie aufgewendet, das Buch gediegen und 
reichlich auszustatten, zum wärmsten Danke verpflichtet. Möge dieses Werk 
dazu beitragen, die zeichnerische Handfertigkeit imd das Baumanschauungs- 
vermögen, den Sinn für Genauigkeit und Schönheit bei der Jugend zu wecken 
und zu fördern 1 

Dr. Otto Richter. 
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I. Abschnitt. 

Die Ellipse. 

Vorbemerkungen: 1, Unter senkrechter Projektion (Ortlio- 
gonalprojektion, Normalprojektion) P eines Punktes P auf eine 
Ebene S3 (Bildebene, Projektionstafel) versteht man den Fußpunkt 
des LoteS; das man von P auf S5 fällen kann (doch versteht man 
imter Projektion mitunter auch das Verfahren des Projizierens). 
Das Lot selbst heißt Projizierende (Projektionsstrahl). Beim Proji- 
zieren einer Raumfigur mittels paralleler Strahlen, z. B. auch bei senk- 
rechtem Projizieren bilden sich nach bekannten Sätzen Parallelstrecken 
als Parallelstrecken von gleichem Verhältnis ab, insbesondere die 
Mitte einer Strecke als Mitte ihrer Projektion; dagegen projiziert sich 
ein rechter Winkel durch senkrechte Strahlen nur dann als rechter, 
wenn ein Schenkel parallel der Bildebene liegt. Eine zur Bildebene 
parallele Strecke wird als gleich große Strecke projiziert. 

2. Sind OX, OY zwei beliebige Gerade, P ein beliebiger Punkt 
in ihrer Ebene und zieht man PR || OX bis an OY, und PQ || OY 
bis an OX, so heißen RP, QP oder die ihnen gleichen Strecken 
OQ = a;, OR == 1/ die Koordinaten von P für die Koordinatenachsen 
OX, OY (a:-Achse, y-Achse). Sie werden unterschieden als Abszisse 
und Ordinate; und zwar ist QP = y die zur Abszisse OQ = a; ge- 
hörende Ordinate, ebenso wie man umgekehrt RP = rr als die zur 
Abszisse OR == j/ gehörende Ordinate bezeichnen kann. Im ersten 
Falle heißt OX die Abszissenachse, OY die Ordinatenachse, im zweiten 

Falle umgekehrt. Abszissen unfl Ordinaten werden, auf den Koordi- 

— ► 
natenachsen von aus gemessen (OQ, OR), in den Richtungen OX 

— ► 
und OY positiv, in den entgegengesetzten negativ gerechnet. heißt 

Koordinatenanfang oder Nullpunkt. Für jeden Punkt eines um mit 
dem Radius r beschriebenen Kreises ist im rechtwinkligen Koordi- 
natensystem (<^ XOY recht) nach dem Pythagoreischen Lehrsatze 

^^ + 2/^= T^ („Gleichung des Kreises") oder f-j + K j = 1, und um- 
gekehrt muß eine Linie ein Kreis sein, wenn für jeden ihrer Punkte 
diese Gleichung gilt. 

O. Richter, Kreis und Kugel. 1 
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§ 1. Die Ellipse als ebener Schnitt des senkrechten 
Kreiszylinders. 

Erklärung: Der Ort eines Punktes in einer Ebene, dessen 
Entfernungen von zwei festen Punkten dieser Ebene eine 
unveränderte Summe haben, heißt Ellipse. Die beiden festen 
Punkte werden Brennpunkte, irgend welche von ihnen ausgehende 
begrenzte oder unbegrenzte Gerade Brennstrahlen genannt. Aus 
dieser Erklärung folgt sofort, daß eine Ellipse sowohl zur Ver- 
bindungsgeraden der Brennpunkte F, F', als auch zum Mittellote von 
FF' symmetrisch ist. 

Fadenkonstruktion der Ellipse: ein zusammengeknüpfter Faden, 
länger als die doppelte Entfernung der festen Punkte F, F' vonein- 
ander, um zwei in F, 
F' eingeschlagene Stifte 
(feine Stecknadeln) ge- 
schlungen, wird von 
einem beweglichen Blei- 
stift (oder einer Reiß- 
feder) straff gespannt. 
Beim Herumführen des 
Schreibstiftes, der senk- 
recht zur Papierebene zu 
halten ist, wird (nahezu ) 
eine Ellipse beschrieben. 
Lehrsatz : E in eb e - 
ner Schnitt durch den 
Mantel eines senk- 
rechten Kreiszylin- 
ders^)isteineEllipse. 
Fig. 1 (über die 
Herstellung der Fig. 1 
vergleiche man § 13, u). 
Der Zylinderradius sei b. 
Der Mantel werde durch 
die Ebene El EaEgE;^® 
schief durchschnitten. AiAiAgAg sei derjenige Achsenschnitt 31 des 
Zylinders, der auf der Ebene @ senkrecht ist, AA'= 2a die Schnitt- 

1) Das Wort senkrecht ist hier (wie es in der Planimetrie geschieht, 
relativ zu verstehen (die Achse ist senkrecht zur kreisförmigen Grundfläche), 
also wohl zu unterscheiden von „vertikal'*; der Gegensatz zu senkrechtem 
Zylinder ist schiefer Zylinder; dagegen wird hier „gerade'* als gegensätz- 
lich zu „krumm** gebraucht. Krumme Zylinder sind z. B. von Euler, krumme 
Kegel von Martus untersucht worden. Sie kommen in der höheren Raum- 
geometrie z. B. bei der Erweiterung der sog. Guldin sehen Regel und unter den 
Zyklidenflächen vor. 




Ellipse auf dem Zylinder; ihre Ableitung aus dem Kreise. 3 

gerade beider. sei der Schnittpunkt der Zylinderachse mit @^ 
BB' der durch gehende Zylinderdurchmesser _L 31; dann ist 
OB = OB' = &, OÄ =: OA' = a. Die Schnittkurve ABA'B' hat 
dieselbe Breite (26), aber eine größere Länge als der Zylinderkreis; 
2a > 26. Auf dem Mantel seien AiBiAlBi, A2B2A2B2 die Berührungs- 
kreise Äj, S'a derjenigen (sog. Dandelinschen) Kugeln, die zugleich 
die Ebene (£ berühren (Mittelpunkte 0^ und O3, Berührungspunkte 
F, F'). Dann sind die Schnittgeraden EiEi', E2E2 von @ mit k^ und 
^2 _L 2(. Eine beliebige Mantellinie P^Pg zwischen Ä^ und ^2 treffe 
die Schnittkurve in P; F, F' müssen sich wegen der Symmetrie der 
betrachteten Raumfigur zu 21 auf AA' befinden; und zwar ist wegen 
der Kongruenz der rechtwinkligen Dreiecke OO^F, OOgF', 00^=002 
und OF = OF', also auch AF = A'F' und AF' = A'F, ferner, weil BB' 
Mittellot von AA' und daher auch von FF' ist, BF=BF'=B'F=B'F'. 
PF, PF' treffen (als Gerade in der Berührungsebene @) die Kugeln 
nur in F, F', sind demnach Kugeltangenten; dasselbe gilt von PP^ 
und PP2, weil P1P2 die Kugeln nur in P^, Pg treffen kann. Also ist 
PF = PPi, PF'= PPg; da aber PP^ + PP^ = P1P2 für alle Kurven- 
punkte P dieselbe Länge = A^ Ag = AA^ 4- A Ag = AF + AF' (Kugel- 
tangenten!) = AF + A'F==AA' = 2a hat, so ist auch PF + PF' = 2^ 
für alle Punkte P der Schnittkurve; also ist diese eine Ellipse. Durch 
die Mantellinie P1PP2 im Abstände y von 21 werde die Ebene Sß \\ St 
gelegt, welche BiBi und B2B2 (die zu 91 _L Berührungskreisdurch- 
messer) in Qi und Qg, sowie BB' in Q treffe. Dann ist OQ = O^Q^ 
= 02Q2 = ^; QP werde mit x, QjPj oder Q2P2 niit bezeichnet. 
Durch BB' werde der Zylinderkreis BC'B'C gelegt (CC in ST, 
BB'.L 21), welcher P^Pj in R trifft; dann ist QR || CG und J-PiPg, 
und gleich ;er; die rechtwinkligen Dreiecke PQR, AOC sind ähnlich, 
also ist QP : QR = A : OC = a : 6, oder x : = a :b'^ d. h. bei 
gleicher Abszisse y haben die zugehörigen Ordinaten im Kreise 
und in der Schnittkurve ein unverändertes Verhältnis a : 6. Denkt 
man sich die Ellipse um BB' gedreht, bis AA'_L0i02 wird, so 
kommt die Kurvenordinate x auf die Kreisordinate zu liegen; 
daher erhält man die Ellipse aus dem Kreise 0, indem man 
seine Ordinaten in dem Verhältnis a:b verlängert (Affinitäts- 
konstruktion). Die Symmetriegeraden AA', BB' der Ellipse heißen 
Haupt- und Nebenachse, ihre Endpunkte A, A' und B, B' auf 
der Ellipse Haupt- und Nebenscheitel, die um den Mittelpunkt 
durch die Scheitel beschriebenen Kreise Haupt- und Nebenscheitel- 
kreis. Unter „Achse", „Scheitelkreis", „Scheitel" versteht man, wenn 
nicht ausdrücklich etwas anderes festgesetzt ist, immer Hauptachse, 
Haupt scheitelkreis, Haupt Scheitel. Man beweise (durch auf der 
Ellipsenebene (£ in den Brennpunkten F, F' entgegengesetzt errichtete 
Lote FOi, F'Og von der Länge h der halben Nebenachse), daß jede 

1* 
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Ellipse als Schnitt ihrer Ebene mit dem Mantel eines 
senkrechten Kreiszylinders betrachtet werden kann (Be- 
nutzung der Kongruenz der Dreiecke OFO^, FOB und OGA, wenn 
Aaj_0i002). 

0P = 0F'=6= heißt die lineare Exzentrizität. Aus dem 
rechtwinkligen „charakteristischen Dreieck" FOB der Ellipse 
(Fig. 2), in dem OF = e, OB - 6, FB = a ist, folgt a»- fe^^ ^2 

AACOist-^FOB (Fig. 1), folglich CA-OF«e. Die Schnitt- 
geraden Ij V der Ebene @ mit fi^, ^ heißen die Leitlinien der 

Ellipse (l die zu F, r 
die zu F' gehörende). 
Verlängert man QP bis 
L auf ly so sind die 
Seiten von A PLE^ 
denen von A AOC, also 
istPF:PLoderPPi:PL 
= AC: AO = e:a, d. h. 
das Verhältnis des 
Abstandes eines El- 
lipsenpunktes von 
einem Brennpunkte 
zum Abstände von 
der zugehörenden 
Leitlinie ist kon- 
stant, gleich dem Ver- 
hältnis der linearen Exzentrizität zur Halbachse. Dieses Verhältnis 
heißt die numerische Exzentrizität. Man konstruiere eine Ellipse 
aus ly F (der Lage nach) und e:a. Es ist hiernach klar, daß ein 
Brennpunkt und der zugehörige Leitlinienfußpunkt (D) har- 
monisch zu den Scheiteln liegen. 

Jeder Zylinderkreis in Fig. 1 erscheint als senkrechte Projektion 
der Ellipse, wobei die Mantellinien die Projizierenden sind, die Ellipse 
aber als Schattenkurve für jede dem Zylinder einbeschriebene Kugel, 
wobei die Lichtstrahlen || der Zylinderachse verlaufen. 

Man beweise, daß wenn eine Ebene alle Mantellinien eines ein- 
fachen senkrechten Kreiskegels durchschneidet, die Schnittkurve 
eine Ellipse ist (nach Fig. 76 unter Benutzung der „Dandelinschen" 
Kugeln; Brennstrahlsumme, numerische Exzentrizität; vgl. 12, § 13). 
Aus diesem Satze erklärt sich der Name „Kegelschnitt^^, welcher der 
Ellipse [ebenso wie der Parabel und der Hyperbel] zugelegt wird. 
Auch beruht hierauf einer der ältesten mechanischen Ellipsen- [Parabel- 
und Hyperbel-] Zeichner, der arabische Kegelschnittzeichner: 
um eine Achse [Kegelachse] ist eine Hülse drehbar, an welcher unter 
einem Winkel gegen die Achse eine zweite, den Zeichenstift ver- 




Fig. 2. 
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schiebbar enthaltende Hülse befestigt ist. Wird die Achse schief 
gegen die Zeichenebene festgestellt und die erste Hülse gedreht, 
während die Spitze des Zeichenstiftes vermittels einer Feder oder 
durch sein Gewicht angedrückt auf der Zeichenebene hingleitet, so 
wird ein Kegelschnitt beschrieben. 

Man stelle iu dem Falle, wo die Schnittebene parallel einer 
Mantellinie des Kegels ist, die entsprechenden Betrachtungen über 
die numerische Exzentrizität an, und beweise, daß sie dann gleich 1 
ist, daß also dann die Schnittkurve (Parabel) der geometrische 
Ort eines Punktes ist, dessen Abstände von einem festen 
Punkte (Brennpunkt) und einer festen Geraden (Leitlinie) ein- 
ander gleich sind (vgl. das Ende von 12, § 13). 

Da für jeden Punkt des Zylinderkreises (s. Vorbemerkungen) 

\h) "'" Vb) ^ ^ (denn y, sind in Fig. 1 Abszisse bzw. Ordinate 
des Kreispunktes R), und ~ = - ist, so folgt für jeden Ellipsenpunkt 

( ") "'" (w "^ ^ („Gleichung der Ellipse", wobei in der Regel x 

als Abszisse, y als Ordinate bezeichnet wird). 

§ 2. Tangenten der Ellipse. Die Tangentialebene % des Zylin- 
ders längs P1P2 trifft 21 in einer Geraden T^T^ || O^O^. P^Sj, PgS^, 
PS seien auf 2( gefällte Lote; dann liegen S^, Sg, S auf A^Aj, AgAg, 
AA; denn die Ebenen Ä^, Ä\, S sind selbst .L 21. Nun sind T^Pi 
oder ^1, T2P2 oder t^ Tangenten an die Kreise Ä^, Äg- Di® Ebenen 
@, % treffen einander in einer Geraden t] sie muß durch P gehen, 
weil P beiden Ebenen angehört; und sie muß T^Tg in demselben 
Punkte T treffen wie AA', weil AA', t, T^Tg als Schnittgerade der 
Ebenen 21, (£, % einander in einem Punkte schneiden. TP heißt 
Ellipsentangente im Punkte P; sie trifft die Ellipse nur in P, da % 
mit ihr nur den Punkt P gemeinsam hat. Dabei ist S = Xj 
SP = OQ = y, und S^, Tj liegen harmonisch zu Aj, A^ (Satz über 
die Kreistangente!), mithin auch S, T harmonisch zu A, A', weil 
AiA, Ai'A', S^S, T^T parallel sind. — Wird % von OQB in E ge- 
troffen, so ist RE als gemeinsame Gerade von % mit der Ebene des 
Kreises CBC'B' Tangente an diesen Kreis in R. Denkt man sich 
wieder die Ellipse um BB' in die Ebene des Kreises gedreht, so 
kommt R auf PQ, und die Tangente PE dreht sich um E. Hieraus 
folgt: Tangenten in solchen Punkten des Nebenscheitel- 
kreises und der Ellipse, die gleiche Nebenachsenabszisse 
haben, treffen sich in demselben Punkte der Nebenachse. 
Q, E sind harmonisch zu B, B' (Kreistangente!). Nach einem Satze 
über harmonische Punkte ist a (OA oder OA') das geometrische 
Mittel von x (OS) und OT, & (OB oder OB') das geometrische 
Mittel von y (OQ) und OE. 
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TPi,TF sind als Tangenten an die Kugel Oj, und TPg, TF' als 
Tangenten der Kugel O2 gleich. Also ist ATPFj^^TPF, ATPP^ 
^ TPF; also ^ FPT =- P^PT == 2 Rechte - P^PT = 2 Rechte - F'PT 
= EPF', d.h. die EUipsentangente bildet mit den Brennstrahlen des 
Berührungspunktes entgegengesetzt gleiche Winkel; also sie halbiert 
den äußeren Brennstrahlwinkel. Fällt man (Fig. 2) noch FJ J_t^ 
und ist JH die Verlängerung von FJ bis an F'P, so ist (aus 
^ AA) HJ - FJ, PH = PF, also F'H = der Brennstrahlsumme 
=-2a, folglich OJ (als Mittelparallele im A FHF') = |F'H = a. 
D. h. das von einem Brennpunkte auf eine Tangente gefällte 
Lot hat seinen Fußpunkt auf dem Hauptscheitelkreis. Die 
Nebenscheiteltangente vom Nebenscheitel bis zum Hauptscheitelkreis 
ist = e, denn fällt man auf sie das Lot FM, so ist FOBM ein 
Rechteck, also OM = FB = a und BM = OF = e. — Das auf der 
Tangente im Berührungspunkte P errichtete Lot heißt Normale im 
Punkte P; also halbiert die Normale den inneren Brennstrahl- 
winkel des Berührungspunk- 
tes. Der Satz über den Fuß- 
punkt J des Lotes FJ gibt 
Anlaß zu einer ,,Einhfillungs- 
konstrnktion^^ der Ellipse: 
man errichtet auf jedem 
Brennstrahl in seinem 
Schnittpunkte mit dem 
Hauptscheitelkreis das 
Lot; sodann aber 
ein Mittel zur Kon- 
struktion derTan- 
genten von einem 
, beliebigeuPunkte 
C aus (Fig. 3): denn 
geometrische Orter 
für den Fußpunkt J 
des von einem Brennpunkte F auf eine Tangente gefällten Lotes 
sind erstens der Hauptscheitelkreis und zweitens der Kreis, der CF 
als Durchmesser hat. Den Berührungspunkt P (Fig. 3) einer Tan- 
gente erhält man (nach Fig. 2), indem man FJ um sich selbst bis 
H verlängert und dann H mit dem anderen Brennpunkte F' 
verbindet. Ebenso zieht man die Tangenten in gegebener Rich- 
tung r (Fig. 3) mit Hilfe des von F auf r gefällten Lotes. Wie 
beim Kreise müssen die Berührungspunkte P, P^ paralleler Tangenten 
Endpunkte eines Durchmessers POPj sein. 

Ist nun CJ' die andere Tangente, die von C aus an die Ellipse 
geht (Fig. 3), gewonnen durch den zweiten Schnittpunkt J' des 
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Scheitelkreises mit dem Kreise über FC, und ist entsprechend FJ' 
um sich selbst bis H' verlängert, also F'P'H' der Brennstrahl, der 
auf der Tangente CJ' den Berührungspunkt P' bestimmt, so ist 
auch F'H'= 2a(= F'P'+ FP'). Da jedoch CHJ^CFJ und 
CH'J'^CFJ' ist (wegen der Übereinstimmung in den Katheten), 
so folgt auch CHP^CFP und CH'P' :>^ CFP', außerdem noch 
OH'=CH (weil = CF), also erstens die Kongruenz der Dreiecke 
CF'H, CF'H' (da ja F'H'= F'H = 2a ist), und zweitens die Winkel- 
gleichheiten CHP«CFP, CH'P'=CFP'; aber die kongruenten 
Dreiecke CF'H, CF'H' geben die Gleichung -^ CH'F' = <^ CHF' 
oder was dasselbe ist <^CH'P' = CHP; folglich ist <^ CFP'=- <^CFP. 
Das heißt aber: Der Brennstrahl nach dem gemeinsamen 
Punkte zweier Ellipsentangenten bildet mit den (vom selben 
Brennpunkt auslaufenden) Brennstrahlen nach den Berührungs- 
punkten (entgegengesetzt) gleiche Winkel (dies läßt sich auch rein 
stereometrisch beweisen). 

Ist (in Fig. 1) W der Schnittpunkt von t^ mit ty so gehört er 
als Punkt von t^ den Ebenen % und Ä^, als Punkt von t den Ebenen 
% und @, also gleichzeitig den Ebenen fi^ und 6 an. Aber deren 
Schnittgerade ist Z; demnach liegt W auf l. Nun ist aber WF als 
Gerade in der Ebene 6 Tangente an die Kugel 0^ in F; und da 
WPi dieselbe Kugel in P^ berührt, so ist WPi = WF; überdies sind 
PPj und PF gleich, also ist AWFP^WP^P, folglich <^ WFP 
= ^ WP^P. Aber WP^ steht als Gerade in der Kreisebene Ä^ 
senkrecht auf PPj, daher ist auch <^WFP recht; das heißt: das 
Stück einer Ellipsentangente vom Berührungspunkte bis zu 
einer Leitlinie erscheint von dem zu dieser gehörenden 
Brennpunkt aus unter rechtem Winkel. 

Legt man jetzt von einem Punkte W der Leitlinie DW aus die 
beiden Tangenten WP, WP' an die EUipse (Fig. 2), so ist 
<: WFP'=<^WFP = 900, also PFP' eine Gerade (Berührungs- 
sehne des Leitlinienpunktes). Trifft sie die Leitlinie in Z, und fällt 
manPLundP'L'_LDW, so ist nach §1 PF:PL = P'F:P'L'(=ß:a), 
aber auch PL : P'L' = PZ : P'Z, also PF : PZ = P'F : P'Z, d. h. P 
und P' liegen harmonisch zu F und Z, daher liegen die zwei 
von einem Leitlinienpunkt ausgehenden Ellipsentangenten 
harmonisch zu der Leitlinie und dem Strahl, der vom ge- 
meinsamen Tangentenpunkt nach dem zur Leitlinie ge- 
hörenden Brennpunkte hingeht. 

Trifft (Fig. 2) die Scheiteltangente des Scheitels A die Tangenten 
WP, WP' in V und V, den Brennstrahl FW in U, so ist infolge- 
dessen ü die Mitte von V V, denn die Scheiteltangente ist parallel der 
Leitlinie. Aber nach dem vorhin bewiesenen Satz von den nach den 
Berührungspunkten laufenden Brennstrahlen hälftet FV den «^ PFA, 
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und FV den <^P'FA, folglich ist ^V'FV recht. Also ist ü der 
Mittelpunkt des durch F, V, V ' gehenden Kreises. Damit ist folgende 
zweite schöne, in der darstellenden Geometrie vielfach verwendbare 
Einhfillongskonstrnktion mittels Brennpunktes nnd Leitlinie bewiesen: 
Um einen beliebigen Punkt U einer Scheiteltangente 
ziehe man den Kreis durch einen Brennpunkt F und ver- 
längere den Brennstrahl Fü bis zum Schnittpunkte W mit 
der zu F gehörenden Leitlinie ?; dann sind die Geraden von 
W aus, die den auf der Scheiteltangente liegenden Durch- 
messer VV des Kreises zwischen sich fassen, Tangenten der 
Ellipse. Ihre Berührungspunkte werden von der Kreistan- 
gente im Brennpunkt bestimmt. (Diese Konstruktion gilt in 
gleicher Weise für Parabel und Hyperbel). Bei der Ausführung dieser 
Konstruktion zieht man zuerst beliebige Strahlen von F aus bis 
an ü, und dann um ihre Schnittpunkte mit der Scheiteltan- 
gente die Kreise durch F. 

§ 3. Der Hanptscheitelkreis der Ellipse; konjugierte Durch- 
messer. (Fig. 4). Zieht man im Haupt- und Nebenscheitelkreis den 

Radius ORK, so ist OR 
= 6, OK = a; das von R 
auf die Nebenachse BB' 
gefällte Lot RQ enthält 
(vgl. Fig. 1) einen Punkt 
P der Ellipse, der mit 
dem Punkt R des Neben- 
scheitelkreises dieselbe 
Nebenachsenabszisse OQ 
= y hat. Da aber, wie in 
§1 bewiesen wurde, RQ : 
PQ = 6:a, soistKPOQ, 
also KP _L AA'; daher 
liegt (Fig. 1!) KP auf 
der Geraden PS, und es 
ist (Fig. 4) PS:KS== 
R0:K0 = 6:a, d. h. es 
entsteht auch die Ellipse durch Verkürzung der Ordinaten eines 
Kreises (des Hauptscheitelkreises) in gleichem Verhältnis (b : a). 
Gleichzeitig aber zeigt Fig. 4, daß man die Ellipse erhält, indem 
man beliebige Radien ORK durch den kleinen und großen Scheitel- 
kreis zieht, und jedesmal von den Schnittpunkten aus die Lote 
auf die zugehörigen Achsen fällt; dann ist der Schnittpunkt 
beider Lote ein Ellipsenpunkt. Die hierauf beruhende wichtige 
Punktkonstruktion der Ellipse aus den Achsenlängen — bei praktischer 
Ausführung eine der kürzesten, und dabei die genaueste, die es gibt. 




Fig. 4. 
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weil sie nur Rechtwinkelschnitte erfordert — macht man so, daß 
man erst beliebige Radien, darauf nacheinander durch deren Schnitt- 
punkte mit dem kleinen Scheitelkreis die Parallelen zur Hauptachse 
und dann von den Endpunkten der Radien auf dem großen Scheitel- 
kreise die Parallelen zur Nebenachse zieht. Wegen der stärkeren 
Krümmungsänderung auf der Ellipse in der Nähe der Hauptscheitel 
wird man hier mehr Ellipsenpunkte brauchen, d. h. man wird die 
Radien in der Nähe der Hauptachse dichter aneinander ziehen müssen 
als es in der Nähe der Nebenscheitel nötig ist. 

Man übe sich (wegen der späteren Anwendungen) namentlich 
darin, in eine Ellipse ABA'B' Bilder von regelmäßigen Fignren 
zu zeichnen: man zeichne die regelmäßige Figur in irgend einer 
Lage in den Hauptscheitelkreis, ziehe die Radien nach den Ecken, 
und projiziere nun jede Ecke (wie z. B. K in Fig. 4 durch die Linien 
KP II BB', RP II AA') vermittels des Nebenscheitelkreises auf 
die Ellipse. 

Da die Ellipse (abgesehen von der Lage) nur von der Größe der 
Halbachsen a und h abhängt, so müssen Ellipsen, die im Achsen- 
verhältnis übereinstimmen, einander ähnlich sein. Die charak- 
teristischen Dreiecke sind dann natürlich auch einander ähnlich. 

Da femer T, S harmonisch zu A, A' liegen (§ 2), so muß die 
Tangente in K an den Hauptscheitelkreis durch T gehen; d. h. die 
Tangenten in solchen Punkten des Hauptscheitelkreises 
und der Ellipse, die gleiche (auf der Hauptachse gemessene) Ab- 
szissen haben, treffen die Hauptachse in demselben Punkte 
(dieser Satz ebenso wie der entsprechende über die Nebenachse ist, 
wie man sofort beweist, umkehrbar). 

Aufgabe: von einem Punkte (T, E) einer Achse die Tan- 
genten an die Ellipse zu ziehen. Fig. 4. (Man zeichnet die Kreis- 
tangenten TK bez. ER, darauf OK bez. OR, wodurch R bez. K ent- 
steht, dann RP || OA und KP || OB, so ist TP bez. EP die Tangente 
im Ellipsenpunkte P). Ein anderes Verfahren (mittels der Brenn- 
punkte) erhält man aus der allgemeinen Tangentenkons tiniktion (Fig. 3). 

Es folgt weiter, daß die Ellipse als senkrechte Projektion eines 
mit ihrem Hauptscheitelkreise kongruenten Kreises betrachtet werden 
kann. Denn ist (Fig. 5)^) HH'==2a der zur Projektionsebene AB A'B' 
parallele Durchmesser des projizierten Kreises HJH'J', so gibt der 
dazu senkrechte Kreisdurchmesser JJ' den Neigungswinkel der Kreis- 
ebene an (^ von J J' gegen BB'); während HH' in gleicher Größe nach 
AA' projiziert wird, wird JJ' am stärksten verkürzt (BB' = 26), und 
jede zu HH' senkrechte Kreisordinate LK projiziert sich als eine im 



1) Die Entstehung der Fig. 5 wixd später, Anfang des II. Abschnittes, 
erklärt. 
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I. Abschnitt: Die Ellipse. § 3. 



Verhältnis h : a verkürzte Ordinate SP des Kreisbildes bei gleicher 
Abszisse (OS -ML). 

Anwendung: ein aus großer (eigentlich unendlich großer) Ent- 
fernung gesehener Kjeis (z. B. Becherrand) erscheint als Ellipse. 
Daß auch ein aus endlicher Entfernung betrachteter Kreis elliptisch 
erscheint, kann mittels des Kegels streng bewiesen werden (vgl. Fig. 77 
in Aufgabe 12 § 13). 




Fig. 5. 

Kreise, deren Ebenen gleiche Neigungswinkel gegen die Projek- 
tionsebene haben, bilden sich, weil für sie das Verhältnis i : a dann 
gleiche Werte hat, als ähnliche Ellipsen ab; insbesondere also auch 
Kreise, die in einer und derselben Ebene liegen. 

Im Kreise haben zueinander senkrechte Durchmesser die 
Eigenschaft, daß jeder die Sehnen halbiert, die dem anderen 
parallel gehen, daß die Tangenten in den Endpunkten des 
einen Durchmessers parallel dem anderen sind. Zwei solche 
Durchmesser heißen konjugiert oder einander zugeordnet. Da 
aber nun die senkrechte Projektion eines Kreises eine Ellipse ist und 
umgekehrt, wie man an der Figur 5 leicht nachweist, jede Ellipse 
als senkrechte Projektion eines Kreises betrachtet werden darf, 
so gelten dieselben Sätze auch für die Ellipse, nur daß hier die kon- 
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jugierten Durchmesser mit Ausnahme der Achsen AA', BB', welche 
die Projektionen der Kreisdurchmesser HH', JJ' sind, schief zuein- 
ander stehen. Weil sich gleiche Strecken nur dann als gleiche senk- 
recht projizieren, wenn sie gleiche Neigungswinkel mit der Projektions- 
ebene haben, so ist das einzige Paar konjugierter Kreisdurchmesser, 
das als ein Paar gleicher konjugierter Ellipsendurchmesser 
abgebildet wird, dasjenige, das gegen HH' und gegen JJ' unter 45® 
geneigt ist; und wie diese Kreisdurchmesser auf den Diagonalen des- 
jenigen dem Kreise umbeschriebenen Quadrates liegen, dessen Seiten 

1 HH' bez. JJ' sind, so liegen die gleichen konjugierten Durch- 
messer der Ellipse auf den Diagonalen desjenigen umbeschriebenen 
Rechteckes, dessen Seiten den Achsen parallel, dessen Seitenmitten 
also die Scheitel sind (Fig. 6 gestrichelt). 

Die Konstruktion konjugierter EUipsendnrchmesser erfolgt am 
bequemsten durch Aufeinanderlegen der Ellipse ABA'B' und des 
Kreises HJH'J' (Fig. 5), der da- 
durch zum großen Scheitelkreis 
wird (Fig. 6): man ziehe irgend 

2 zueinander rechtwinklige 
Kreisradien OK, OK', die den 
kleinen Scheitelkreis in R, R' 
treffen mögen. Die Paralle- 
len RP, R'P' zur großen, KP, a 
K'P' zur kleinen Achse geben 
dann die konjugierten Ellip- 
senhalbmesser OP, OP'. 

In jeder Ellipse ist die S u m m e 
der Quadrate konjugierter 
Halbmesser konstant. Denn 
denkt man sich in Fig. 6 die Lote 
KKo, K'K^, RRo, R'R; auf die 
Achse gefällt und der Reihe nach fe, ¥, r, r' genannt, die Halbmesser 
OP, OP' aber mit a', 6' bezeichnet, so ist wegen der aus der Recht- 
winkligkeit der Radien OK, OK' folgenden Kongruenz der Dreiecke 
OKoK und K'K^O, ORoR nnd R'R^O auch OK, = fc', OK^ = /.-, 
OR^ = r und a'^ + h'^^ (fc'^ + r^) + (fe^ + r'^) « (/c« + ¥^) +. (r» + r'^) 

Spiegelt man die Durchmesserfigur OP'K'R' an JJ' (oder an 
AA'), und nennt man das Spiegelbild OP^K^Rj (Fig. 6), so sind OK, 
OKj symmetrisch zu den Halbierenden der Achsenwinkel AOJ, A'OJ, 

weil J'K' = AK ist, also auch J'K^ = AK sein muß. Daher sind 
der Kreishalbmesser OK und das für die Nebenachse konstruierte 
Spiegelbild OK^ des dazu konjugierten Durchmessers OK' harmonisch 




Fig. 6. 



12 I. Abschnitt: Die Ellipse. § 3. 

zu den Linien, die unter 45^ gegen die Achsen gehen. Da aber OP^ 
OPj die Projektionen von OK und OK^ sind, wenn man die Ellipse 
als senkrechte Projektion ihres Hauptscheitelkreises auffaßt^ die gleichen 
konjugierten Durchmesser der Ellipse aber die Projektionen der unter 
45^ gegen die Achsen geneigten Durchmesser sind, und beim Proji- 
zieren harmonische Eigenschaften erhalten bleiben, so hat man den 
äußerst wichtigen Satz: 

Spiegelt man den einen von zwei konjugierten Ellipsen- 
durchmessern an einer Achse, so liegen das Spiegelbild und 
der andere konjugierte Durchmesser harmonisch zu den 
gleichen konjugierten Durchmessern. 

Da ferner den umbeschriebenen Parallelogrammen der Ellipse 
umbeschriebene Rhomben des Kreises, und den einbeschriebenen 
Parallelogrammen der Ellipsen einbeschriebeue Rechtecke des Kreises 
entsprechen, so ergibt sich der Doppelsatz: Die Diagonalen jedes 
der Ellipse umbeschriebenen und die Mittelparallelen jedes 
ihr einbeschriebenen Parallelogrammes liegen auf konju 
gierten Durchmessern. 

Um zu einem beliebigen Mittelpunktsstrahle OX den 
konjugierten Durchmesser OY ohne Verwendung der Achsen 
zu finden, dienen folgende Sätze: 

Hilfssata: Sind OP, OQ (Fig. 7) zwei Kreissehnen, PJ, QJ 
die Tangenten an den Kreis in P, Q (also J der Pol der Ge- 
raden PQ), und trifft ein beliebiger von 
J ausgehender Strahl den Kreis in K 
und L, so ist das Strahlbüschel OP, 
OQ-, OK, OL (abgekürzt 0(PQ, KL)) 
harmonisch. 

Beweis: Trifft KL die Polare PQ 
in S, so sind J, S; K, L harmonische 
Punkte, also PJ, PS; PK, PL har- 
monische Strahlen, oder P(JQ, KL) ein 
harmonisches Büschel. Bewegt sich O 
auf dem Kreise nach irgend einer Stelle 
0', so bleibt nach dem Satze über die 
Peripheriewinkel das Büschel 0'(PQ, KL)r-0(PQ, KL). Rückt O 
nach P, so fällt das Büschel mit P(JQ, KL) zusammen, weil dann 
aus OP die Tangente in P wird. Da aber P(JQ, KL) harmonisch 
ist, so ist auch 0(PQ, KL) harmonisch. 

Umkehrung: Sind OK, OL harmonisch zu den Kreissehnen 
OP, OQ, so geht KL durch den Pol J von PQ (und ebenso PQ 
durch den Pol von KL). Denn trifft JK den Kreis in L^, so ist 
nach dem vorigen Satze der Vierstrahl 0(PQ, KL^) harmonisch, also 
fällt OLj mit OL zusammen, folglich auch L^ mit L. 




Konjugierte Durchmesser. 



13 



Es seien (Fig. 8) OG, OG' die gleichen konjugierten Durchmesser 
einer Ellipse, OC, OD ein beliebiges Paar konjugierter Durchmesser, 
OA, OB die Achsen. Zugleich seien Gq, (jq, Cq, Dq, A^^, Bq die 
Schnittpunkte dieser Geraden 
mit einem beliebigen durch 
den EllipsenraittelpunktO 
gelegten Kreis. Dann ist 
AqBq ein Durch- 
messer des Kreises, 

da die Achsen zu- ^, 

einander rechtwink- 
lig sind, und zwar 
derjenige Durch- 



messer, der die beiden Kreis 




bogen GqG^ halbiert, weil die 
gleichen konjugierten Durch- 
messer der Ellipse mit jeder Achse (entgegengesetzt) gleiche Winkel bilden. 
Daher ist A^B^ das Mittellot von GqG^. Ist femer OC das Spiegelbild von 
OC für eine Achse, z. B. für OA, und wieder Co der Schnittpunkt von 
OC mit dem Kreise, so wird nach S. 12 0(GoGq, GqDq) ein harmonisches 
Büschel, und zugleich wegen der Gleichheit der Peripheriewinkel C^O A, 

CoOA, AqCq = AqCo, also AqBq das Mittellot von CqCo sein. Nach 
dem eben bewiesenen Satze geht DqCo durch den Pol T von GqGo; 
dieser aber liegt wegen der Symmetrie von GqGo zu AqBq auf AqB^ 
selbst. Ist S der Schnittpunkt von GqGo mit AqBq., also die Mitte 
von GqGo, so sind Aq, B^*, T, S harmonische Punkte, weil GqGq die Polare 
von T ist; zeichnet man noch mittels des von Dq p'Uf AqB^ gefällten 
Lotes das Spiegelbild Do von D^ für AqB^, so ist DqDoCoCo ein zuAqBq 
symmetrisches Sehnen viereck, DoC^ geht also durch T, und der auf 
AqB,^ liegende Diagonalenpunkt dieses Vierecks muß der vierte har- 
monische Punkt zu Aq, Bq; T sein, demnach mit S zusammenfallen. 
Also geht CqDq durch S. Hiermit ist der für die darstellende Geo- 
metrie wichtige Lehrsatz bewiesen: Trifft ein beliebiger, durch 
den Mittelpunkt der Ellipse gelegter Kreis die gleichen 
konjugierten Durchmesser in Gq, Go, ein beliebiges Paar 
konjugierter Durchmesser in Cq, Dq, so geht CqDq durch die 
Mitte S der Sehne GqGJ. Daraus aber folgt: 

Ein beliebiger, durch den Mittelpunkt der Ellipse gelegter Kreis 
trifft die Paare konjugierter Durchmesser in Pnnktepaaren , deren 
Verbindungslinien ein Strahlenbttschel bilden. 

(Der Büschelpunkt liegt innerhalb des Kreises. Derselbe Satz 
gilt für die Hyperbel, nur liegt dann der Büschelpunkt außerhalb 
des Kreises). 



\ 
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Hiermit hat man folgende Konstruktion des zu einem Durch- 
messer OX konjugierten Durchmessers OY (der Lage, nicht 
der Länge nach), wenn zwei Paare konjugierter Durchmesser OC, 
OD und OC, OD' der Richtung nach bekannt sind (Fig. 9): 

Man zeichne einen beliebigen Kreis durch 0, welcher die ge- 
nannten Strahlen in Xo, Co, Do, Co, D6 treffe. Der Schnittpunkt 
von Co Do mit Co Do sei S; XoS treffe den Kreis in Yo: dann ist OYoY 
der konjugierte Dupchmesser von OX (der Lage nach; die Länge 
müßte anderweit bestimmt werden). Da die Achsen aufeinander senk- 
rechte konjugierte Durchmesser sind, so können sie gefunden 
werden, indem man den durch S gehenden Kreisdurch- 
messer AqSBq zeichnet; dann sind OA^A, OBqB die Achsen. 

Endlich findet man die glei- 
Bf y^ "\ _. TV chen konjugierten Durchmes- 

ser, indem man die auf OS 
senkrechte Sehne 6q S Gi zieht : 
OGqG, OGoG' sind die glei- 
chen konjugierten Durchmes- 
ser. (Die Längen der Durch- 
P messer zu finden, kann man 
Y mehrere der vorher bewie- 
senen Sätze benutzen; man 
vgl. z. B. darüber das in § 9 
über Fig. 21 Gesagte.) 

Ist ein Paar konju- 
gierter Durchmesser der 
Länge und Lage nach be- 
kannt, etwa COC, DOD', 
so hat man sofort nach einem Satze S. 12 ein zweites Paar kon- 
jugierter Durchmesser der Lage, nach, nämlich die Mittel- 
parallelen des Parallelogramms CDC'D' und kann nun die 
vorige Konstniktion anwenden. Dasselbe gilt, wenn man außer dem 
Mittelpunkte zwei Tangenten mit den Berührungspunkten 
kennt; denn der Mittelpunktsstrahl nach dem Berührungspunkte und 
der zur Tangente parallele Mittelpunktsstrahl sind konjugierte Durch- 
messer. 

Werden in einer Ellipse zwei konjugierte Durchmesser, deren Längen 
mit 2«!, 2^1 bezeichnet seien, als schiefe Koordinatenachsen genommen 
(Fig. 10), so haben die zu irgend einer Abszisse OP^^Tj gehörenden ent- 
gegengesetzten Ordinaten PE, PE'|| dem anderen Durchmesser gleiche 
absolute Länge y^ Betrachtet man die Ellipse als senkrechte Projektion 
eines Kreises, so ist dessen Radius a gleich der Halbachse derEUipse, und 
die Kreisdurchmesser, deren Projektionen 2a^ und 2\ sind, sind zueinan- 
der rechtwinklig. Sind x^ y die Strecken im Kreise, die sich als x^ und y^ 




Fig. 9. 
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abbilden, dann ist x^i a^^ x:a, und 2/i • ^i = y • ^5 w^il a.ber l-Y 
+ gy==l ist, so auch (J)Vg^)*=l (Gleichung der EUipse für 

schiefwinklige konjugierte Durchmesser als Koordinatenachsen). Um- 
gekehrt: eine Linie, deren Gleichung für schiefe Koordinaten- 
achsen (")+U") = l ist, muß eine Ellipse sein. Denn die 

Ellipse, welche diese Achsen mit den Längen 2ai, 2\ als konjugierte 
Durchmesser hätte, würde, wenn 
man Abszisse und Ordinate in ihr 
Xy y nennt, nach dem Vorigen 

di. Gleichung (0' + (J)" - 1 .ia-^^-M»; 

haben; für jede Abszisse x = x^ // \\ ^ .^i.^<^ . *r'\v ^iv 

würden sich also in ihr 2 ent- 
gegengesetzt gleiche Ordinaten 
von derselben Größe ergeben, wie ^\j^] 
in der vorausgesetzten Kurve; 
also muß die Kurve mit der 
Ellipse identisch sein. Hieraus 
folgt auf dieselbe Weise weiter: 
jede Parallelprojektion einer ^Fi^. 

Ellipse ist wieder eine Ellipse. 

Für manche Figuren der darstellenden Geometiie sind ferner 
Mittel zweckmäßig, beliebig viele Ellipsenpunkte aus 1 Paare 
konjugierter Durchmesser A^Ai, B^Bi zu gewinnen. Ein solches 
Mittel gewährt der letzte Satz (Fig. 10): Ist in dem Kreise über A^OA^ 
als Durchmesser Radius OC _L OA^ und im Endpunkte P der be- 
liebigen Abszisse OP = a^^ PE = f/^ (|| OB^) die Ellipsenordinate, PK 

= y(]|OC) die Kreisordinate, so ist (—)-}-(—) = 1 auf Grund der 
Kreisgleichung, ( -) +(^0 ^ ■'' ^^^ Grund der Ellipsengleichung, da- 
her -^- = ^* , folglich A OB^C - und - liegend A PEK, daher KE 

:| OBj. Man findet daher für jeden Kreispunkt K durch KP _L OA^, 
PE II OBi und KE || CB^ einen Punkt E der Ellipse; und ebenso für 
irgend eine, zu einem Ellipsendurchmesser A^A^ konjugierte 
Sehne von unbekannter Länge die Endpunkte E, E'. Sind die 
Achsen AA', BB' selbst bekannt, so kann man die Endpunkte E, E' 
einer der Lage nach gegebenen, zu OA^ konjugierten Sehne, welche OA^ 
in S^ treflFe, auch durch Zuriickprojizieren finden (Fig. 4): A^M || OB 
bis zum Scheitelkreis, S^N || OB bis an OM, NGG'_L OM bis an den 
Scheitelkreis (wobei GG' und EE' einander in H auf AA' treffen 
müssen), endlich GE und G'E' jj BO bis zur gegebenen Sehne. 
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Um eine Ellipse aus einem Durchmesser A^OA^ und 
einer konjugierten Sehne EPE' zu zeichnen^ kann man nach 
Fig. 10 verfahren: Ein über A^Aj errichteter Halbkreis werde von den 
in P, errichteten Loten in K, C getroffen, CB^ || KE schneidet 
dann die durch zu EE' gezogene Parallele in einem Ende Bj des 
zu AjAj konjugierten Durchmessers; nun kann man beliebig viele 
Punkte mit Hilfe des Halbkreises über A^A^ herstellen („Affinitäts- 
konstruktion"). Ist EE'_LAiA{, so ist A^Aj die Hauptachse der 
Ellipse, der über A^Aj errichtete Kreis also ihr Hauptscheitelkreis; 
man findet dann durch Verlängern von EE' bis zum Kreise den zu E 
gehörenden Radius des Hauptscheitelkreises, und auf diesem Radius 
durch die Parallele von E aus zur Achse einen Punkt des Neben- 
scheitelkreises. 

Als recht brauchbar erweist sich in der darstellenden Geometrie 
die Afflnitätskonstrnktion zur Herstellung von Tangeuten an eine 
dnrch einen Durchmesser und eine konjugierte Sehne gegebene Ellipse. 
Durch die ähnlichen ähnlich liegenden Dreiecke wie PEK, OB^C 
Fig. 10 wird nicht nur jedem Punkte E der Ellipse ein Punkt K 
des Kreises und umgekehrt zugeordnet, sondern wie sofort aus der 
Lehre von den Ahnlichkeitsstrahlen folgt, jedem Punkt einer Geraden 
ein Punkt einer anderen Geraden, die jener auf der „Affinitätsachse" 
AjAj (Fig. 10) begegnet. Um also von einem Punkte S aus an die 
Ellipse die Tangenten zu zeichnen, hat man von dem entsprechenden 
Punkte Sq aus an den Kreis die Tangenten zu legen. Den Kreispunkt 
aber findet man aus dem Ellipsenpunkte dadurch, daß man von diesem 
aus die Parallelen zu B^C und zu B^O zieht, und im Schnittpunkt 
der letzteren mit A^Aj das Lot errichtet. Also hat man SSq || B^C, 
Sü bis an A^A^ parallel zu B^O, USo_LAiA{ zu zeichnen, und 
von Sq aus die Kreistangenten S^Tq, SqT^ mit den Berührungs- 
punkten Tq, T^ und den auf A^Aj gelegenen Schnittpunkten R, R' 
herzustellen; SR, SR' sind dann die gesuchten Tangenten der Ellipse. 
Ihre Berührungspunkte T, T' ergeben sich entweder durch die parallel 
CB^ laufenden Geraden TqT, T^T', oder nach Fällung der Lote TqV, 
TqV' auf die Affinitätsachse A^A^' durch die Parallelen von V, V 
aus zu OBj. 

Die hier benutzte bequeme „Affinitätskonstruktion" der Ellipse 
ist nichts anderes als eine schiefe Parallelprojektion des Kreises 
zu einer Ellipse. Denn denkt man sich die Ellipse um Aj A^ aus der 
Kreisebene herausgedreht, so bleiben die Winkel EPK, B^OC ein- 
ander gleich, weil ihre Schenkel paarweise parallel bleiben, und also 
bleibt auch EPK ~ B^OC, folglich EK || B^C. Auch hierbei projiziert 
sich die Mitte einer Strecke wieder als Mitte, harmonische Gebilde als 
harmonische. Die Konstruktion versagt, wenn der gegebene Durch- 
messer AjAj und die gegebene von ihm halbierte Sehne EE' 
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nahezu rechtwinklig zueinander sind^ und das kommt in der 
darstellenden Geometrie nicht selten vor. Dann schneiden sich (Fig. 10) 
die Linien OB^, CBj unter so spitzem Winkel, daß ihr Schnittpunkt Bj 
ungenau wird. Man kann sich in diesem Falle dadurch helfen, daß 
man PE um einen passenden Winkel um P herumdreht, z. B. nach 
P(E) auf AjA; legt; zieht man dann C(Bi) || K(E) bis an AA^, so 
ist 0(Bi) die Länge von OBj, kann dann also auf der zu PE durch 
gelegten Parallele abgetragen werden. Ebenso kann man auf diesem 
Umwege beliebig viele neue Punkte der Ellipse zeichnen. Eine 
andere direkte Punktkonstruktion, pi 

welche in dem genannten Falle 
brauchbar bleibt und eine noch 

einfachere Tangentenkonstruktion i^- 

liefert, ergibt sich durch folgende *'^*'^- 
Überlegung (Fig. 11): Es sei GHH' 
eine beliebige Parallele zu 
EPE', welche A^A;, A^E, A;E 
in G, H, H' treffe; und die Ellipsen- 
tangente des Punktes E treffe GH J 
inM. Durch die vorige Affinitätskon- 
struktion gehe die Ellipse A^EA^E' 
in den Kreis A^KA^K' über, dann 
wird aus GHMH' eine zu Aj^Aj 

senkrechte Gerade GHqMqH^, aus « ^ 

EM die Ereistangente EM^, so daß 

sowohl <^AiKa; als <^h;kHo 




"^^ 



rvj 




Fig. 11. 



recht ist. Also ist A H^KH^ 
AiKA;, und da auch -^H;KMo = AiKO 
(spitze Winkel mit paarweise zueinander 
lotrechten Schenkeln), so sind M^ und in 
den beiden ähnlichen Dreiecken entsprechende Punkte, 
daher M^H^ = M^Hq (dies folgt auch daraus, daß, 
wenn mit L der gemeinsame Schnittpunkt von 
KMq und EM auf A^A^ bezeichnet wird, <^LKAj 
als Sehnentangenten winkel = dem Peripherie winkel 
KAi A; = ^ PKA; ist, daß also PK, MqK zu A^K, A;K harmonisch 
liegen). Trifft A^H^ die Gerade A^Hq in Dq, so ist A^Dg._LAiH^, 
also Dq ein Punkt des Kreises, weil H^ der Höhenpunkt des Drei- 
ecks A^H^Aj ist. Aus gleichem Grunde wie vorhin muß dann die 
Tangente in D^ die Mitte von H^H^ treffen, also durch M^ gehen. 
Projiziert man jetzt den Kreis zurück in die Ellipse, so erhält man 
folgende Punkt- und Tangentenkonstruktion der durch den 
Durchmesser A^A^ und die konjugierte Sehne EE' gegebenen 
Ellipse: eine beliebige Parallele zu EE' treffe A^E, A^E in 

O. Biohter, Kreis und Kugel. 2 
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H, H': schneiden A'^H und A^H' einander in D, so ist auch 
D ein Punkt der Ellipse, und ist M die Mitte von HH', so 
sind ME, MD die Ellipsentangenten in E, D. 

Diese Konstruktion wird unbequem, wenn A^E oder A'^E mit 
AjAj einen zu großen Winkel bildet. 

Ein, weiteres Mittel, beliebig viele Ellipsenpunkte aus 
einem Paare konjugierter Durchmesser zu gewinnen, gewährt 
das umbeschriebene Parallelogramm, dessen Seiten den gegebenen 

Durchmessern parallel liegen, dem 
beim Bjreise also ein umbeschrie- 
benes Quadrat entspricht. Sind näm- 
lich (Fig. 12) H^OiH;, NiOjNi 
konjugierte Kreisdurchmesser, Qi 
eine Ecke des dazugehörenden 
Quadrates, z. B. Schnittpunkt der 
Tangenten in Hl und N^, E^ ein 
beliebiger Kreispunkt, und wird 
Nj 0^ von Hl El in S^, N^ Q[ von Hi E^ 
in Rj getroffen, so ist infolge der 
Kongruenz der Dreiecke HiO^Si, 
HiQlRi OiSi-QlRi oder O^Si: 
OjNi = QlRirQlNj. Bei der Pro- 
jektion bleiben aber die Verhält- 
nisse von parallelen oder von auf den- 
selben Geraden liegenden Strecken 
erhalten, also ist in der entsprechen- 
den Ellipsenfigur auch OS:ON«!= 
Q'R : Q'N. Teilt man also z. B. ON 
in n gleiche Teile und ebenso Q'N, 
und verbindet entsprechende von 
bez. von Q' aus abgezählte Teilungs- 
punkte S bez. R mit H bez. H', so ist der Schnittpunkt von HS mit H'R 
allemal ein Punkt E der Ellipse. — Bei der Anwendung dieser Methode 
beachte man erstens, daß wenn H'Q' von HS in P getroffen wird, H'P 
zweimal so groß ist wie OS, und daß man also genauer zu arbeiten 
vermag, wenn man H'Q' um sich selbst bis T verlängert, H'T in 
ebenso viele gleiche Teile teilt wie Q'N und nun entsprechende von 
H' aus abgezählte Punkte P mit H, von Q' aus abgezählte Punkte 
R mit H' verbindet. Zweitens aber liegen dann entsprechende von 
Q' aus abgezählte Teilungspunkte auf einer Parallelen zu NQ, wenn 
Q der Schnittpunkt der Tangenten in H' und N' ist. 

Die Methode des Zurückprojizierens kann auch auf die Aufgaben 
angewendet werden, von einem beliebigen Punkte aus, oder in ge- 
gebener Richtung x die Tangenten an die Ellipse zn ziehen , und 




Pig. 12. 
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die Schnittpunkte einer Iieliebigen Geraden g mit der Ellipse zn 
bestimmen. Die Lösung dieser Aufgaben wird im Folgenden vielfach 
vorausgesetzt^ und es ist manchmal angenehm, solche Konstruktionen 
ohne Benutzung der Brennpunkte auszuführen: Soll z. B. in 
der Richtung r eine Tangente gezogen werden, so zieht man 
(Fig. 3) durch die beiden Scheitelkreise den Radius ORK || r, darauf 
RU II OB und KU II OA (B Nebenscheitel, A Hauptscheitel), so ist 
OU die Gerade der Scheitelkreisebene, deren Projektion die Gerade 
OR der Ellipsenebene ist, da ja die Abstände der Punkte ü, R von 
der Hauptachse sich (bei gleichem Abstände von der Nebenachse) 
verhalten wie a:b. Den Kreistangenten || OU entsprechen also die 
Ellipsentangenten || OR. Trifft daher der Durchmesser VOVj J_ OU 
des großen Scheitelkreises den kleinen Scheitelkreis in W und W^, 
so sind die von W, W^ und V, V^ aus durch Parallele zur großen 
und zur kleinen Achse gefundenen Ellipsenpunkte P, P^ die Berüh- 
rungspunkte der gesuchten Ellipsentangenten || r. 

Um die Schnittpunkte E, E' einer beliebigen Geraden h 
mit der Ellipse, die durch ihre Achsen gegeben ist, zu finden, kann 
man ähnlich verfahren (Fig. 4): Ist H der Achsenpunkt von h, so 
vergrößert man das von einem beliebigen Punkte S^ (wenn möglich 
nimmt man einen Schnittpunkt mit dem kleinen Scheitelkreis) der 
Geraden auf die Achse gefällte Lot von der Achse aus im Verhältnis 
a : 6 und verbindet den neuen Endpunkt N mit H. Diese Verbindungs- 
linie ist dann die entsprechende Gerade g der Kreisebene. Dabei werden 
die Schnittpunkte G, G' von g mit dem Kreise die gesuchten Punkte 
E, E' als Projektionen haben; trifft also z. B. OG den kleinen Scheitel- 
kreis in L und zieht man GE || BB' und LE || AA', so ist E die 
Projektion von G, also ein Schnittpunkt von h mit der Ellipse. Sind 
die Brennpunkte F, F' und 2a bekannt, so kann man die Aufgabe 
als Sonderfall des Apollonischen Berührungsproblems behandeln (da 
nach Fig. 3 jeder Ellipsenpunkt P Mittelpunkt eines Kreises ist, der 
durch einen Brennpunkt F hindurchgeht und den um den anderen 
Brennpunkt F' mit der Ellipsenachse 2 a als Radius beschriebenen 
Kreis [Leitkreis] berührt [bei H in Fig. 3]); nämlich auf einer gegebenen 
Geraden h den Mittelpunkt eines Kreises zu suchen, der durch F geht 
und den um F' mit 2a beschriebenen Leitkreis berührt. Man zeichne 
also um irgend einen Punkt von h einen Kreis so durch F, daß er 
den Leitkreis um F' schneidet; vom Schnittpunkt S der gemeinsamen 
Sekante und des Lotes, das durch F _L ä geht, ziehe man die Tangenten an 
den Leitkreis; die Verbindungslinien der Berührungspunkte T, T' mit 
F' treffen h in den gesuchten Punkten E, E'. Besonders einfach sind 
diese Verfahren, wenn der andere Schnittpunkt E' eines von 
einem Ellipsenpunkte E ausgehenden Strahles h mit der 
Ellipse gesucht wird; trifft die Tangente im Endpunkte T des Leit- 
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kreiBhalbmessers P'ET das von P auf h gefällte Lot in S, und der 
um S mit ST beschriebene Kreis den Leitkreis zum zweiten Male in 
T', so liefert F'T' auf h den gesuchten Schnittpunkt E'; oder triflft 
das Lot von E auf die Achse AA' den Scheitelkreis in G, GH (Fig. 4) 
ihn in G', so gibt G'E'_L AA' auf h den Punkt E'. Noch andere 
Verfahren mittels harmonischer Beziehuugen kommen für das Fol- 
gende weniger in Frage, um so mehr aber die Konstruktion auf 
Grund der Affinität nach Fig. 10: um die Schnittpunkte E, E^ von 
h mit der Ellipse zu zeichnen, projiziere man h in die Kreisebene, 
indem man von einem beliebigen Punkte H auf h aus HJ || B^O bis 
an A^A'p JG || OC, und HG || B^C zieht, und G mit dem Punkte L 
verbindet, wo h A^Ai trifft (liegt dieser Punkt ungünstig, verfährt 
man mit einem anderen Punkte H' von h ebenso wie mit H, wodurch 
man einen Punkt G' von GL erhält). Diese Verbindungslinie treffe 
den Kreis in K, K^; die Parallelen durch K, K^ zu B^C geben auf 
h die verlangten Punkte E, E^. Ist E schon bekannt, so gibt KL 
auf dem Kreise den Punkt K^, darauf K^E^ || KE oder B^C den ge- 
suchten Punkt Ej. 

Insbesondere hat man, um den Endpunkt P eines der Lage 
nach gegebenen Ellipsenhalbmessers zu zeichnen (Fig. 4), seine 
Schnittpimkte C, D mit dem großen und dem kleinen Scheitelkreis 
aufzusuchen, Cü || AA', DU || BB' zu zeichnen, OU bis K auf dem 
Hauptscheitelkreis zu verlängern und endlich KP || Bß' bis an ODC 
zu ziehen. — 

Weil die Tangente in einem Punkte P der Ellipse dem kon- 
jugierten Durchmesser OP' (Fig. 6) parallel läuft, so ist die Ellip- 
sennormale durch P zum konjugierten Durchmesser OP' 
senkrecht. 

Aus der Erhaltung der harmonischen Eigenschaften beim Proji- 
zieren ergibt sich endlich, daß die Sätze über Pol und Polare 
auch für die Ellipse gelten. Z. B. sind ein Brennpunkt und die zu- 
gehörige Leitlinie Pol und Polare der Ellipse. Hieraus folgt übrigens, 
daß der Satz über den Winkel, den das Stück einer Tangente zwischen 
ihrem Berührungspunkte und einer Leitlinie an dem zu dieser Leit- 
linie gehörenden Brennpunkte spannt, nur ein besondrer Fall von 
dem Satze ist, daß der Brennstrahl nach dem Schnittpunkte zweier 
Tangenten den Winkel zwischen den Brennstrahlen nach den Be- 
rührungspunkten halbiert. Denn da die Polare eines Leitlinienpunktes 
W (Fig. 2) durch den Pol dieser Leitlinie, also durch F gehen muß, 
und die Polare eines äußeren Punktes zugleich seine Berührungs- 
sekante ist, so müssen die Berührungsbrennstrahlen FP, FP' der von 
W ausgehenden Tangenten einen gestreckten Winkel mit einander 
bilden, also die Winkel WFP, WFP' recht sein. 

Ebenso müssen der Pascalsche und der Brianchonsche Satz 
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sich vom Kreise uneingeschränkt auch auf die Ellipse übertragen 
lassen. 

§ 4. Erzeugung von Ellipsen durch Bewegung; Kon- 
struktion der Achsen aus konjugierten Durchmessern. 

OAj, OAj seien zwei zur Hauptachse AA' (Fig. 13) symmetrische 
Radien des großen Scheitelkreises (so daß AjA^ JLAA'), OAi', OAi 
die dazu senkrechten Radien, 
so daß auch AiA^J-AA'. 
OAj, OAi' treffen den Ne- 
benscheitelkreis in BjBi, da- 
gegen werde dieser von den 
Verlängerungen von AjO, 
A9O in B2, B2 geschnitten. 
Dann sind B^Bj undB2Bi_L 
zur Nebenachse BB'. Durch 
Parallelen zu den Achsen 
entsteht nun aus A^ und B^ 
derselbe EllipsenpunktE wie 
aus A2 und B^, ebenso aus 
Ai und Bi, A2 und B2 der- 
selbe Punkt E'; OE, OE' 
sind konjugierte Halbmesser, 
und EAjBi, E'BIAi, ebenso 
EA^Bj, E'BgAa kongruente 
Dreiecke. Trifft die Parallele ^i«- i» 

durch E zu OA^Bi die Achsen in M, P, so ist in den Parallelogrammen 
OPEAi, OMEBiPE = a,ME=:fe,alsoMP = a-fe;ebensowennELN| 
OAjBg, in den Parallelogrammen ONEA^, 0LEB2NE = a, LE = fe, 
daher LN == a + b. Hiermit ist bewiesen, daß dieselbe Ellipse 
durch Gleiten der Halbachsendifferenz MP = (a — 6) oder 
der Halbachsensumme LN = (a + 6) längs der Achsen entsteht, 
und zwar von dem Punkt E der gleitenden Strecke beschrieben wird, 
der PM äußerlich bez. NL innerlich (also stets von der Nebenachse 
nach der Hauptachse gerechnet) im Verhältnis a:b teilt. Versieht 
man einen Stab (Gleitstrecke) an den Gleitpunkten mit Drehachsen, 
die zur Ellipsenebene senkrecht sind, läßt in Nuten, die längs der 
Achsen in ein Brett eingeschnitten wurden, kleine Schlitten laufen, 
in welche jene Drehachsen eingelassen sind, so wird ein an der 
Stelle E mit dem Stabe fest verbundener Schreibstiflft die Ellipse 
beschreiben, während die Schlitten in den Nuten hin und herlaufen. 
Dieses Instrument heißt Eilipsograph („Ellipsenzirkel"). 

Dreht man um den Mittelpunkt herum die Dreiecke E'AiBi, 
E'AiB2 um einen rechten Winkel, bis Ai'Bi auf A^B^ und A2B2 auf 
AjBg fällt, so werden die Dreiecke EA^B^, EAjB, zu Rechtecken 
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EAiGBi, EAsjHBg ergänzt; und zwar liegt G auf LN und H auf MP, 
weil die Linien LN, OA^ ebenso wie MP, OA^ entgegengesetzt gleich 
gegen jede Achse geneigt und die Rechtecksseiten den Achsen parallel 
sind. Die Rechtecksmittelpunkte J und K sind also die Schnittpunkte 
von LN mit OA^ und von MP mit OA^. Hieraus gibt sich die 
(Del abarsche) Konstruktion der Ellipse ans einem Paar konjugierter 
Halbmesser: man dreht um den Mittelpunkt der Ellipse den 
einen Halbmesser OE' um einen rechten Winkel, verbindet 
den neuen Endpunkt mit dem Endpunkt E des anderen Halb- 
messers und zieht von aus die Mitteltransversale der 
Verbindungsstrecke; der Kreis über der Verbindungsstrecke 
als Durchmesser trifft die Transversale in zwei neuen 
Punkten, deren Abstände von gleich den Halbachsen und 
deren Verbindungslinien mit E den Achsen parallel sind. 
Diese Konstruktion ist auch noch anwendbar, wenn -^EOE' nahezu 
recht ist. — Man stelle die Achsen der Ellipsen her, die die Bilder 
vom Umkreis und vom Inkreis eines regelmäßigen w-Eckes sind, 
wenn die senkrechte Projektion des n-Eckes gegeben ist. Man unter- 
scheidet die Fälle, daß n ungerade, oder ein üngerad vielfaches oder 
ein Geradvielfaches von 2 ist. 

Wenn — wie vielfach bei der senkrechten Projektion der Kugel — 
der Hauptscheitelkreis der Ellipse schon bekannt ist, so kann man, 
weil z. B. L und N Achsenpunkte sind, gleich so verfahren: man 
dreht OE' um 90« nach OG; um die Mitte J von EG beschreibt 
man den Kreis durch 0, der EG in den Achsenpunkten L, 
N trifft. Die Parallele zu OL durch E schneidet dann OJ 
in einem Punkte des Nebenscheitelkreises Oder: (nachdem 
man wieder OE' nach OG um 90® gedreht und die Mitte J 
von EG gesucht hat) OJ trifft den Hauptscheitelkreis in A^; 
dann sind A^E, A^G die Achsenrichtungen, und der Endpunkt 
der Verlängerung von A^J um sich selbt liegt auf dem 
Nebenscheitelkreis. Ein drittes Verfahren findet man am Schlüsse 
des § 6. 

Die Mitten J, K von EG, EH sind aber zugleich Mitten von 
LN, MP, da OJ und L J, ebenso OK und MK, entgegengesetzt gleich 
gegen jede Achse geneigt sind. Verlängert man OJ, OK um sich 
selbst bis Q, K, so müssen also OLQN, OMKP Rechtecke werden 
und OQ = LN = a + b, OR = MP = a — 6 sein. Hieraus folgt, daß 
der Kreis um J durch 0, L, Q, N den Kreis um mit Radius (a + 6) 
in Q berührt, ebenso der Kreis um K durch 0, M, R, P den Kreis 
um mit Radius (a — 6) in R. Ist C der auf OBN liegende Punkt 
des Kreises 0(a + t), D der auf OB' liegende Punkt des Kreises 

0(a — 6), so ist CQ = NQ, denn die Radien der durch Q gehenden 
Kreise J, verhalten sich wie 1:2, und dagegen die Zentriwinkel 
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NJQ, COQ wie 2:1. Ebenso ist DR = PR. Wenn also der Kreis 

J auf dem Kreise CQ rollt, so kommt N nach C, ebenso wenn der 
Kreis K auf dem Kreise DR rollt, kommt P nach D, gleichzeitig 
NE auf CB und FE auf DB, weil CB = (a + fe) — fe = a und 
DB = (a — 6) + 6 = a, also auch CB = DB - NE = PE ist. Hieraus 
ergibt sich: der Punkt E beschreibt die Ellipse, wenn der 

Kreis J( T^ ) mit dem er so verbunden ist, daß JE = — —-, 
in dem Kreise (a + 6) rollt; ebenso wenn der Kreis K ( — r — )> 

an dem E so befestigt ist, daß KE = ^~L , in dem Kreise 

(a — b) rollt.^) Dagegen beschreiben die Randpunkte L, N bez. 
M, P der rollenden Ejreise die Geraden AA', BB' (Umwandlung einer 
kreisförmigen in eine geradlinige Bewegung, Anwendung bei der 
Schnellpresse von König und Bauer). Durch die kongruenten Paral- 
lelogramme OEQG, OERH läßt sich leicht nachweisen, daß QER 
die EUipsennormale in E ist (in Übereinstimmung mit dem kine- 
matischen Satze vom augenblicklichen Drehzentrum); nämlich QER 
ist II GOH und also J_ auf dem konjugierten Durchmesser OE'. 
(Die rollenden Kreise J, K schneiden einander auf der Normale). 

§ 5. Das Zeichnen von Ellipsen. 

1. Nachdem man die Ellipse punktweise oder durch einhüllende 
Gerade hinreichend genau ermittelt hat, (man versäume nie, Ellipsen- 
punkte und Ellipsen tan gen ten gleichzeitig zu benutzen; namentlich 
beachte man den Satz, daß die Tangenten in den Endpunkten eines 
Durchmessers dem konjugierten Durchmesser parallel sind), zeichnet 
man den glatten Umfai^ aus freier Hand. Dazu gehört für den, 
der eine ruhige Hand hat, keine übermäßig große Übung; man fasse 
den Bleistift bei flacherer Krümmung des Kurvenstücks (Nebenscheitel!) 
länger als bei schärferer Krümmung (Hauptscheitel!) und lege das 
Zeichenblatt stets so, daß die hohle Seite des zu zeichnenden EUipsen- 
bogens nach der zeichnenden Hand hin liegt. Die Ellipsen der Ab- 
bildungen in diesem Buche sind mit Ausnahme von Fig. 14 freihändig 
gezeichnet, die meisten aus 8 Punkten und den Tangenten in diesen 
Punkten. Oder man verwendet ein Kurvenlineal; wobei man zu 
beachten hat, daß, wenn es längs eines bestimmten Bogens mit der 
Ellipse gleichliegt, nur das mittelste Stück dieses Bogens aus- 
gezogen wird, damit die Kurve keine Dellen oder Buckel oder Ecken 
erhält. Das Kurvenlineal muß also des Anschlusses wegen immer 
noch längs eines Stückes mit dem bereits ausgezogenen Teile der 
Ellipse übereinstimmen. 

1) Der feste Kreis um mit dem Radius (a + &)i und der rollende Kreis 
mit dem Radius. 4^ (a ± 6) heißen auch die Card an kreise der Ellipse. 
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2. Tadellose Ellipsen lassen sich in guten Zeichnungen mit 
Tusche dadurch erreichen ^ daß man die Ellipsen erst genau auf 
Kartenpapier zeichnet, darauf mit der Scheere oder mit einem scharfen 
Messer ausschneidet (wobei ein sehr schmaler Rand von der Breite 
der Reißfederspitze mit weggeschnitten wird) und dann als Kurven- 
lineal benutzt. 

3. Mit Hilfe eines verstellbaren Eilipsographen auf Grund 
des Gleitens einer Strecke (schon von Leonardo da Vinci be- 
nutzt^)). Die käuflichen sind meist auf das Gleiten der Strecke 
(a — V) eingerichtet, die Gleitstrecke ist also äußerlich durch den 
Ellipsenpunkt geteilt. Diese Eilipsographen sind nur für größere 
Ellipsen brauchbar. Für kleinere wendet man besser die innere 
Teilung an: Zwei gleiche schmale rechteckige durch eine Hülse mit- 
einander verbundene Brettchen von der Dicke dmm, die sich in der 
Hülse der Länge nach verschieben lassen, sodaß sich das linealartige 
Rechteck, das sie bilden, verkürzen und verlängern läßt, werden auf 
die Länge a + h + d eingestellt. An den freien schmalen Enden 
müssen die Brettchen zylindrisch abgerundet sein. Die Hülse trägt 
den verstellbaren Schreibstift (für Tinte ein feines Röhrchen). Die 
Ellipse wird quadrantweise gezeichnet: man bildet aus dickem 
Lineale und Holzwinkel einen hohlen rechten Winkel, den man so an 
einen Quadranten, z. B. AOB legt, daß vonOA und OB ab nach außen 

noch ein Streifen von der Breite - frei bleibt. Nun läßt mau das 

Brettchen mit den zylindrisch abgerundeten Enden an den Schenkeln 
des rechten Winkels gleiten, wobei der senkrecht zur Zeichenfläche 
stehende Schreibstift die Ellipse beschreibt. Das Listrument kann 
sich jeder einigermaßen geschickte Schüler selbst herstellen. Bei 
diesem Eilipsographen hat K. Rohn die gleitende Reibung mit Hilfe 
zweier Rollen durch rollende Reibung ersetzt. 

Ein einfacher EUipsograph, den sich jeder selbst herstellen 
kann, beruht auf folgendem Satze: Wenn sich das eiue Schenkelende 
eines einfachen Gelenks aus 2 gleichen Gliedern OQ, QP um einen 
festen Punkt dreht, der Endpunkt P d«s anderen Gliedes QP aber 
längs einer durch gehenden Geraden gleitet, so beschreibt jeder 
Punkt E dieses Gliedes eine Ellipse^). Man ziehe zum Beweise 
EK II OP bis an den ersten Schenkel OQ und EG J_ OP bis an seine 
Verlängerung; man zeige, daß bei der Bewegung die Längen von OG 

1) Der Gedanke, den Lehrsatz von der Gleitstrecke praktisch auszu- 
nützen, soll von dem Byzantiner Proklus (f 486) herrühren; die erste brauch- 
bare Konstruktion des Apparates in der jetzt üblichen Art geht^ soviel bekannt 
ist, auf B. Bramer 1684 zurück. 

*2) F. V. Schooten, De organica conicarum sectionum in piano descriptione 
tractatus, 1667 (4. Buch der ,,Exercitationes mathematicae^^). Auch ein Punkt 
der Verlängerung des Gliedes QP erzeugt eine Ellipse. 
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und OK unverändert bleiben, und also nach Seite 8 die Kreise um 
mit diesen Längen als Radien die Scheitelkreise sind. Die glatte 
Zeichnung der Ellipse über die Nebenscheitel hinweg erfordert aber 
eine besondere Einrichtung der Drehungsachse in 0. 

Überdies gibt es noch mehrere andere verstellbare Apparate, 
welche Ellipsen und andere Kegelschnitte zeichnen, z. B. sei hier der 
Hildebrandtsche erwähnt (Halle, Verlag von M. Schilling), der auf 
den Dandelinschen Kugeln beruht, und der Slabysche, der die 
Ellipse als Rollkurve zeichnet. 

Auch die Fädenkonstruktion (nach Alhasen um 820) ist selbst 
für gute Zeichnungen nicht unbrauchbar. Man benutzt (um das Durch- 
stechen des Papieres zu vermeiden) ein dünnes Brettchen, worin die 
sehr feinen Nadeln etwas nach auswärts gerichtet stecken, und stellt 
es auf Haupt- und Nebenachse ein. Die Fadenlänge macht man 
durch eine zwischen den Nadeln liegende Klemmschraube regulierbar. 
An dem Bleistift oder der Reißfeder bringt man (z. B. durch Ein- 
schneiden oder durch Umwickeln) eine Vertiefung oder Erhöhung 
an, die das Abrutschen des Fadens verhindert. Der Faden muß mög- 
lichst dünn, fest und undehnbar sein. 

4. Die angenäherte Zusammensetzung der Ellipse ans Kreis- 
bogen. Solcher Mittel gibt es in der darstellenden Geometrie ge- 
nügend. Ich gebe hier eine auf gewissen Sätzen über Krümmungs- 
kreise beruhende Kon- 
struktion (aus 8 Kreisbo- 
gen), die, wie eine leichte, 
aber etwas umständliche 
Rechnung zeigt, eine 
in der Normalenrich- 
tung an keiner Stelle 
mehr als ^^ oder |% 
der großen Halbachse .# 
von der wirklichen El- 
lipse abweichende Linie 
ergibt. In den ungün- 
stigsten Fällen (bei Ach- 
senverhältnissen 3 : 1 bis 
10:3) beträgt der größte 
Fehler sogar nur wenig 
mehr als ^^/o ^®^ Halb- 
achse, für 10cm Achsen- Fig. i4. 
länge ist er kleiner als 
h mm, d. h. nicht größer als die unvermeidlichen Zeichenfehler. 

Konstruktion (die Fig. 14 zeigt die Zeisingsche „Ellipse der 
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schönsten Form"^)): Man trage auf AO AC « 6 ab, emchte AE und 
CD _L AO, und zwar CD bis an einen Halbkreis über OA; AE 
werde = AD gemacht, OE treffe den kleinen Scheitelkreis in 6. 
Um G ziehe man den Kreis mit Radius AD, in diesem Kreise die 
Radien GJ || OA und GL || OB; JA, BL treffen ihn in K, M, GK die 
Achse OA in N, MG die Achse OB' in P. Durch Symmetrie findet 
man die symmetrischen und die Gegenpunkte N' und P', G', M', K', 

Gj, Mj, Kj, Gj, Mj, Kj. Die 8 Kreisbogen sind dann MMj um P 

und äTM; um P'; MK um G, M^^ um G^, ITK' um G' und 

m[k; um G;, endlich KK^ um N und K^^ um If '. — Wenn der 
Schnittpunkt M von BL (oder der Schnittpunkt K von A J) mit dem 
Kreise um G wegen sehr spitzwinkligen Zusammentreffens unscharf 
wird, so fällt man von G das Lot auf die Gerade, dann ist M vom 
Fußpunkt ebensoweit entfernt wie L. — Die mathematisch genaue 
Ellipse verläuft von A bis H innerhalb, von H bis B außerhalb der 
Kreisbogenkurve AK MB, wenn H den Punkt bedeutet, wo das in G 
auf OG errichtet« Lot den Bogen MK trifft.^) 

§ 6. Eine Hauptaufgabe aus der Lehre von der senk- 
rechten Projektion der Kugel: Eine Ellipse ans zwei Paukten 
E, E' nnd dem Hanptscheitelkreis zn zeichnen. 

1. Planimetrische Löungen (Fig. 15). Sind K, K' die Schnitt- 
punkte der Sekante mit dem Scheitelkreise 0, Q ihr Schnittpunkt 
mit der zu zeichnenden Hauptachse AOA', ist P der 4. harmonische 
Punkt zu A, A' und Q, und trifft das in P auf AA' errichtete Lot 
die Sekante in Q^, so ist PQ^ die Polare von Q für den Kreis, aber 

1) Wohl zu unterscheiden von der antiken Platonischen „Ellipse der 
schönsten Form." Ähnliche Versuche, wie sie Fechner mit Rechtecken von ver- 
schiedenen Seitenverhältnissen angestellt hat, lassen sich mit Ellipsen machen. 
Um den Einfluß der Vertikal Überschätzung möglichst auszuschalten, empfiehlt es 
sich übrigens, beim Vergleiche die Ellipsen so. zu legen, daß ihre Achsen etwa 
Winkel von 45® mit der wagerechten Richtung bilden. Bei der Platonischen 
Ellipse sind die Brennpunkte und die Nebenscheitel Ecken eines Quadrates, bei 
der Zeisingschen die Hauptscheitel und die Erümmungsmittelpunkte der Neben- 
scheitel, ebenso wie die Nebenscheitel und die Erümmungsmittelpunkte der 
Hauptscheitel. 

2) Bei dieser Näherungskonstruktion werden nicht, wie gewöhnlich, die 
Krömmungskreise in den Scheiteln, sondern bestimmte mittlere Erümmungs- 
kreise mit besonders ausgezeichneten Eigenschaften benutzt, nämlich diejenigen, 
deren gemeinsame Tangenten mit der Ellipse parallel den Oskulationstangenten, 
oder deren Halbmesser gleich dem geometrischen Mittel der Ellipsenhalbachsen 
sind. Sehr bemerkenswert sind die affinen und viele andere Beziehungen 
dieser Erümmungskreise zur Ellipse. Die Normale H6 des Punktes H ist eine 
derjenigen Ellipsennormalen, die die größte Entfernung vom Ellipsenmittelpunkte 
haben. Man vgl. Über die Schönheit der Linien, hervorgebracht durch Stetigkeit 
und Regelmäßigkeit, von Chr. Wiener (Verhandlungen des naturw. Vereins 
in Karlsruhe, Bd. 11, Abhandlungen S. 47 ff.). 
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nach § 3 anch fUr die Ellipse; folglich sind Q, Q, sowohl zu E, K' 

als zn E, E' harmoniacb. Daher hat man die Aufgabe: Die Punkte 

(Q, Q,) zu suchen, die gleichzeitig zu zwei gegebenen Punktepaaren 

(EE'j KK') harmonisch lieffen. Dies 

kann folgendermaG 

(wobei K derjenig 

Scheitelkreiapnnkte 

sei, der näher an 

E, K' der, welcher' 

näher an E' liegt): 

I. Mau zeichni 
ben Seite Halbkreise uuci uu. uuu 
E'K und verbinde ihren gemeinsa- ** 

men Punkt S mit K, K'; die Halbierenden der von SK und SK' gebildeten 
Winkel treffen EE' in Q und Q^. Denn da die-^ESK', E'SK recht, also 
die ^ESKjE'SK' gleich sind, so halbieren SQ, SQ, zugleich die von 
SE, SE' gebildeten Winkel, und also liegen Q, Q, als Endpunkte der 
Winkelhalbierenden bei S in den Dreiecken ESE',KSK' zu E,E' und zu 
K, K' harmonisch. Bemerkung: FäUt Q sehr weit hinaus, so muß 
man von aus nach dem unerreichbaren Schnittpunkt Q die 6erade 
ziehen, z. B. mittels des Lehrsatzes von der Proportionalität der 
Strecken, die ein Dreistrahl (SQ, EQ, OQ) auf irgend zwei Parallelen 
bestimmt. Man vergleiche auch die Bemerkung weiter unten ge- 
legentlich der Erklärung von Fig. 19. — Da die obige Analyse ganz 
ebenso verläuft, wenn die Ellipsenachse statt außerhalb KK' zwischen 
E und E' die Sekante durcheclmeidet, so kann die Gerade OQ^ eben- 
sogut wie OQ als Eilipsenachse genommen werden, wobei dann Q 
ein Punkt der Polare ist; dementsprechend gibt es 2 verschiedene 
EUipaen, die den Bedingungen der Aufgabe genügen. Einen Punkt 
des Nebenscheitelkreises findet man mittels eines der El lipsenp unkte 
(der Genauigkeit wegen am besten mittels des näher an liegenden) 
nach § 3 durch die Lote auf die Haupt- und die Nebenachse, und 
durch den Radius des Hauptscheitelkreises, der zu dem ersteren 
Lote gehört. — Besondere Fälle: Liegen E und E' einander uneudlich 
nahe, so ist Q der 4. harmouiscbe Punkt zu K^ K', E; die ihm ent- 
sprechende Ellipse berührt EE' in E. Die andere Ellipse ist dann 
der auf OE liegende Durchmesser des Kreises (Nebenachse gleidi 
Null). Haben E, E' gleiche Entfernung von 0, so sind natürlich die 
Achsen der beiden Ellipsen parallel und senkrecht EE'. Befindet 
sich E' auf OE, so ist CEE' Hauptachse und Ellipse zugleich und 
es gibt nur diese eine Lösunng; ebenso, falls E' auf dem Kreise 
selbst liegt, wobei OE' die Hauptsacbse ist. Nur wenn die Mitte 
von EE' ist, gibt es unendlich viele Ellipsen, welche den Bedingungen 
der Aufgabe genügen. 
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Fig. 16. 



n. Man beschreibe (Fig. 16) einen Kreis durch die zugeordneten 
Punkte EE', jedoch so, daß er dem Kreis in 2 Punkten U, V be- 
gegnet. Dann sei M der Schnittpunkt von UV mit der Sekante EE'. 

Legt man von M aus an einen 
der beiden Kreise die Tan- 
gente MT, so trifft der Kreis 
um M mit MT EE' in Q, Q^. 
Denn nach dem Sekantensatz 
ist MQJ oder MQ» oder MT^ 
= MU.MV = ME.ME'und 
= MK • MK', also sind nach 
einem bekannten Satze Q, Qj 
zu E, E' und zu K, K' har- 
monisch. 

III. Von einem beliebi- 
gen Punkte W aus (z. B. 
selbst, wenn er nicht zu nahe 
an E oder E' liegt) ziehe 
man (Fig. 17) die Strahlen nach E,E', K, K', und zu einem unter ihnen, 
z. B. WE' eine beliebige Parallele, die die anderen Strahlen WE,WK, 

WK' in El, Kl, K; treffe. Sind 
dann P, P^ die Schnittpunkte 
der gesuchten Strahlen WQ, 
WQj mit der Parallelen, so 
müssen P, P^ harmonisch zu 
Kj, K^ und symmetrisch zu E^ 
liegen, denn der zu E^ zu- 
geordnete Punkt Ej der Pa- 
rallele ist „unendlichweit ent- 
fernt." Daher ist E^ P == E^P^ 
das geometrische Mittel von 
Ej Kj und Ej K( und kann 
z. B. mittels eines Halbkreises 
über K^K; gefunden werden. 
Dann sind zunächst P, P^ 
bestimmt, und folglich auch 
Q, Qi durch die Strahlen WP, WP^ auf KK' bekannt. In Fig. 17 
ist die Parallele durch den Punkt E gelegt, so daß E^ auf E 
liegt. — 

2. Stereometrische Begründung der G.Hauckschen Lösung 
(Zeitschrift für den mathematischen und naturwissenschaftlichen Unter- 
richt [Hoffmannn] Bd. 29, 1898); Fig. 18 (zur genauen Herstellung 
dieser Figur vgl. § 12, 8). 

Über dem gegebenen Kreise AA'JJ' (Mittelpunkt 0; AA' Scheitel 




Fig. 17. 



Ellipse aus dem Scheitelkreis und zwei Punkten. 
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der gesuchten Ellipse (E^) errichte man die Kugel von gleichem 
Radius, und längs der Geraden EE' die auf der Bjreisebene senkrechte 
Ebene, die die Kugel in einem Kreise Jl vom Durchmesser KK' 
schneidet, wenn die auf EE' lie- 
genden Kreispunkte mit K, K' be- 
zeichnet werden. In die- 
sem Kreise II seien CED, 

C'E'D' die zu KK' senk- / ^j- -. xx ^ 

rechten Sehnen (E C = E D, / ^ ^- ^ iriT hr^"'!! jSm 




E'C = E'D'). Nun ist 
aber die Ellipse AEE'A' 
die senkrechte Projektion 
eines durch AA' gehenden 
Hauptkreises § der Kugel; und da 
schon CE, C'E' senkrechte Pro- 
jektionsstrahlen von der Kugelfläche 
aus sind, die ihre Fußpunkte EE' auf der Ellipse haben, so enthält § die 
Punkte C, C (oder D, D'). Da die 3 Ebenen (E, 11, §* die Schnittgeraden 
KEE'K', CC, AOA' haben, so müssen diese in einem Punkte Q zu- 
sammenlaufen. Aus der Figur C E D D'E' C aber folgt, daß auch D D' durch 
den Schnittpunkt Q von CC mit EE' geht, und die Ebene QAA'DD' 
schneidet die Kugel in einem zweiten Hauptkreise §', der entgegengesetzt 
wie § gegen die Ellipseoebene geneigt ist, dessen senkrechte Projektion 
aber durch Strahlen wie DE, D'E' dieselbe Ellipse iE ist. Da femer E 
und E' auch als Projektionen der Kugelpunkte C, D' oder CD (statt 
C, C oder D, D') aufgefaßt werden können, so gibt es in der Ebene 
AA' JJ' der Ellipse iE noch eine zweite Ellipse iE^, die als Projektion 
der durch OCD' und OC'D bestimmten Kugelkreise §i, §i erscheint, 
und bei welcher dem Achsenpunkte Q von iE der Schnittpunkt Q^ 
der Verbindungslinien CD', CD auf EE' entspricht. Durch Um- 
legen der Figur QQ^EE'KK'CDCD' um die Gerade EE'KK' in 
die Ebene AA'JJ' erhält man folgende Konstruktion (Fig. 19)^): 
Über KK' als Durchmesser ziehe man den Kreis und 
suche dessen Schnittpunkte C und D, C und D' mit den in E, 



1) Das Bild von <E ist in der Abbildung 18 nicht mit gezeichnet. 

2) Die die Umlegung andeutenden Klammem bei C, D, C, D' sind weg- 
gelassen. 
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Fig. 19. 



E' errichteten Loten auf; sind dann Q, Q^ die Schnittpunkte 
von EE' mit CC (oder DD') und CD' (oder CD), so ist OQ 
oder OQj die Achse einer Ellipse, welche durch E und E' 

geht und den Kreis als 
Scheitelkreis hat. Bildet 
CC (oder DD') mit KK' einen 
sehr kleinen Winkel, so kann 
man wie bei 1) I verfahren^ 
um die Richtung OQ zu er- 
halten; oder auch, weil OK^ 
OK' zu OQ, OQj harmonisch 
sind, so: Man zieht KL jQ^O 
bis an K'O; ist dann M die 
Mitte von KL, so geht MO 
durch Q^, schneidet also den 
Scheitelkreis in den Haupt- 
scheiteln A, A'. 

Übrigens ist die Haucksche Konstruktion planimetrisch 
betrachtet nichts anderes als ein IV. Verfahren, die Punkte Q, Q^ 
zu bestimmen, welche sowohl zu K, K' als zu E, E' harmonisch 
liegen. Denn aus ähnlichen Dreiecken ergibt sich unmittelbar die 
Harmonie der Punkte E, E'; Q, Q^, dagegen folgt aus einem be- 
kannten Satz über Pol und Polare des Kreises, daß Qj, als Diago- 
nalenpunkt des einbeschriebenen Viereckes CDD'C ein Punkt der 
Polare von Q ist und umgekehrt, so daß also auch K, K'; Q, Q^ 
harmonisch sind. 

Liegt E' unendlich nahe an E, so hat man folgende Konstruktion 
der Ellipse aus dem Scheitelkreise und der Tangente t mit 

dem Berührungspunkte E (Fig. 20): 
Über der auf t lie.genden Sehne ÜV 
des Scheitelkreises zeichne man einen 
Halbkreis, errichte in E das Lot ET 
bis zu ihm und ziehe in T die Tan- 
gente an ihn. Trifft sie t in Q, so ist 
OQ die Achse der Ellipse. — 

In den Anwendungen kommt, wie schon 
in § 4 erwähnt wurde, häufig die Aufgabe 
vor, die Achsen einer Ellipse zu zeich- 
nen, von der man nicht nur zwei kon- 
jugierte Halbmesser OD, OE, sondern 
Fig. 20. auch schon den Scheitelkreis kennt. 

Da die Tangente in E || OD ist, so hat man 
folgende Lösung (Fig. 20): Man ziehe die Sehne UEV || OD, über 
UV einen Halbkreis, ETJ_UV bis an ihn, TQ_L zum Halbkreis- 
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radius WT bis an UV, so trifft QO den Scheitelkreis in den Haupt- 
scheiteln A, A'. Zeichnet man E(E)J AA' bis an den Scheitelkreis, 
so trifft (E)0 die Parallele zu AA' durch E in einem Punkte G 
des kleinen Scheitelkreises. 

Daneben mag die Delabarsche Konstruktion für diesen Fall 
nach § 4 gesetzt werden: Man zeichne OC _L und = OE, ziehe 
die Mitteltransversale OJ des A OCD bis nach H auf dem Scheitel- 
kreis, so sind HC, HD pai-allel den Achsen, und wenn HJ 
um sich selbst bis N verlängert wird, N ein Punkt des Neben- 
scheitelkreises. — 



II. Abschnitt. 
Die senkroclite Projektion der Kugel. 

Vorbemerkungen. Es seien ®, Jl, $ (Fig. äla) drei aufeinander 
senkrechte Tafeln (z, B. 31 nnd S Innenwände eines Zimmers, die in 
einer Ecke des Fußbodens zusammenstoßen; die Seitenwand S 
stelle man eich als Türe vor, die um die in OA'i liegenden Türangeln 
gedreht werden kann). Ein in dem Räume dieser Ecke liegender 
Punkt A werde senkrecht auf ®, M, S projiziert, die Projektionen 
seien A,, Ag, A,. Je zwei der Projizierenden bestimmen dann ein 
Rechteck, AAjA;Ag || «, AA,A;A, || TU, AA,A;A, || $. 9, H, $ heißen 




Ornndriß-, AnMß-, Seitenrißtafel, dementsprechend A^ der Grundriß, 
Aj der Aufriß, Aj der Seitenriß von A. Denkt man sich 6 jenseits 
OAj verlängert (Nachbar zimmer, in welches die Tür $ führt), so be- 
schreibt jeder Punkt von OAj beim „Umklappen" von $ in die Ebene M 
(Offnen der Türe nach innen oder nach außen) auf (auf dem Fuß- 
boden) einen Viertelkreis nach innen oder außen. Klappt man 
außerdem noch um die Achse OAj in die Erweiterung von H, so 
ergibt sich eine Figur, welche iS, X,$ in einer Ebene zeigt (Fig. 21b). 
Bezeiolinung : Ranmpnnkte sollen mit lateinischen Buchstaben 
in Steinschrift bezeichnet werden (z. B. A, A,), ihre Projektionen 
anf die Bildtafel mit gewöhnlichen Lettern (z. B. A, aJ; ebenso 
werden Kurven im Raum oder ihre Ebenen durch Schwatacher Lettern, 
z. B. a, von ihren Projektionen auf die Bildtafel, die mit gewöhn- 
lichen Fraktnrlettern bezeichnet werden, unterschieden, z.B. S; die 



Projektion auf drei zueinander rechtwinklige Tafeln. 33 

Bildtafel selbst heiße 95; die Projektionen auf sie in einer Lage, in die 
sie durch „Umklappen" gelangen, seien mit eingeklammerten Buch- 
staben bezeichnet, z. B. (A^), (Ai) im Bilde der (nach unten) umge- 
klappten Ebene (8, [Ai] im Bilde der nach außen, {Ai} im Bilde 
der nach innen umgeklappten Ebene $ in Fig. 21^. (Die Herstellung 
der Fig. 21 ist in § 9 erklärt. In ihr sind (S,H;$ zusammen als ein 
Gegenstand auf die Bildtafel 95 projiziert; und zwar ist in Fig 21%® 
95 schief gegen H angenommen, in Fig. 21^ aber 95 parallel der 
Ebene H, in welche dabei zugleich (S und $ umgeklappt gedacht sind.) 

Projiziert man nicht nur einen einzelnen Punkt, sondern eine 
ganze Raumfigur (z. B. Kugel, Würfel) auf (8, H, $, so gibt der 
Aufriß in H die Vorderansicht, der Grundriß in ((8) die Oberansicht 
(„ Vogelperspektive'^ für unendlich große Entfernung des Auges), der 
Seitenriß in [$] die Ansicht von rechts, in {$} aber von links; und 
hätte man (S nach oben in die Tafel H selbst geklappt, so hätte man 
in der so umgeklappten Tafel (S die Unteransicht („Froschperspektive^^ 
aus unendlich großer Entfernung). 

Wird der projizierte Körper bewegt, so bewegen sich auch seine 
Projektionen. Besonders wichtig sind Drehungen um eine Achse in einer 
Hauptrichtung. Denkt man sich z. B. durch den Körper eine vertikale 
Gerade (Stricknadel durch einen aus weichem Tone geformten Würfel!), 
in Fig. 21* also |i OAi, und ihn nun um diese Gerade d als Achse 
gedreht, so durchläuft jeder Körperpunkt in der Höhe, die er hat, 
einen Kreis oder Kreisbogen. Diese Kreise erscheinen von vorn, links 
oder rechts als geradlinige Bahnen hin und her, von oben aber als 
Kreise. Daher beschreiben bei dieser Bewegung die Aufrisse gerade 
Linien in der Richtung OAs, die Seitenrisse ebensolche in der Rich- 
tung OA2, aber die Grundrisse Kreise um den Punkt Mj, in welchem d 
die Tafel (8 durchbohrt („Grundspur" von a). In Fig. 21^ ist ein 
Punkt B in die Lage C gedreht, und zwar ist gleich A^A als Drehungs- 
achse benutzt, so daß M^ mit A^ zusammenfallt. Alle Punkte des 
Grundrisses eines starren Körpers drehen sich natürlich um M^ herum 
um gleiche Winkel, 

Anwendung: Herstellung der Fig. 5, welche einen etwas schräg 
gestellten senkrechten Zylinder mit elliptischer Grundfläche ABA'B' 
und kreisföimiger Deckfläche HJH'J' in senkrechter Projektion darstellt. 

In H ist die Ansicht des mit der Deckfläche etwas nach dem 
Beschauer zu geneigten Zylinders von vorn gedacht, in $ die Seiten- 
ansicht von rechts her. Die Deckfläche erscheint daher in ® als 
gerade Strecke JgJg; die gleich dem Durchmesser des Kreises ist; die 
Hälfte des Deckkreises ist umgeklappt darangezeichnet.^) Die wage- 

1) Das in diesem Halbkreise errichtete Lot, das eine in der Raumfigur 
horizontal liegende Halbsehne des Deckkreises darstellt, ist gleich der wage- 
rechten Abszisse ML des Deckflächenpunktes K, erscheint also in (^ und in $C 

O. Biohter, Kreis und Kugel. 3 
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rechten Durchmesser in H und (S bilden sich in wirklicher Größe ab^ 
sind also auch gleich dem Durchmesser des Deckkreises, Durch die 
wagerechten Linien von © nach 91 ist also der Aufriß des Zylinders 
vollständig bestimmt, und durch die vertikalen Linien von 21 nach & 
und die Viertelkreise unterhalb © auch der Grundriß. Die vier Ellipsen 
in 91 und @, welche Deckfläche und Grundfläche darstellen, können 
z. B. mittels der Scheitelkreise, welche durch die Scheitel bestimmt 
sind, punktweise gezeichnet werden. 

Nun wird der Zylinder um eine vertikale (zur Grundrißtafel (S senk- 
rechte) Gerade gedreht. Dabei ändert der Grundriß nur seine Lage^ 
nicht seine Größe und Gestalt; die Übertragung kann daher z.B. durch 
Pauspapier geschehen. Dagegen wandern bei der Drehung die Auf- 
rißpunkte auf wagcrechten Geraden. Grund- und Aufriß nach der 
Drehung sind in Fig. 5 rechts neben & und 21 gezeichnet; durch 
die vertikalen Geraden von dem neuen Grundriß aus nach oben und 
durch die horizontalen Geraden von dem alten Aufriß nach rechts 
entstehen die einzelnen Punkte des neuen Aufrisses. Allerdings er- 
scheinen im Bilde die horizontalen Durchmesser AA', HH' von Grund- 
und Deckfläche und die in der Ilaumfigur dazu senkrechten Durch- 
messer BB', JJ' nicht mehr als zueinander rechtwinklige Linien, sondern 
als schiefe konjugierte Durchmesser AA',BB' und HH', JJ' der Ellipsen, 
welche nun Grund- und Deckfläche darstellen. Diese Ellipsen werden 
entweder punktweise aus dem ersten Aufriß und dem zweiten Grundriß, 
oder besser aus jenen konjugierten Durchmessern direkt abgeleitet 
(nach § 4). 

Das in Fig. 5 rechts oben durch eine punktierte Linie abgegrenzte 
Bild kann man dadurch noch anschaulicher machen, daß man es 
dreht, bis die Bilder der Linien MO, JB, HA usw. genau von 
oben nach unten laufen, und daß man die Ebenen ABA'B', HJH'J' zu 
Rechtecken erweitert darstellt, indem man JJ' bis zum Schnittpunkt 
E mit BB' verlängert, durch ihn eine etwa beiderseits gleichlange 
Parallele CC zu AA', durch C und C gleichlange Strecken CD, CD' 
parallel BB' und gleiche Strecken CN, C'N' parallel JJ' von solcher 
Länge zeichnet, daß ND, N'D' || MO sind. Dann ist CC'N'N das 
Bild der Kreisebene und CC'D'D das Bild der Ellipsenebene, MEO 
aber das Bild des Neigungswinkels beider Ebenen. 

In den folgenden Aufgaben ist von den drei Rissen gewöhnlich 
nur einer gezeichnet, die anderen sind ersetzt durch Drehungen oder 
durch Umklappen von Schnitten in die Projektionstafel oder in eine 
zu ihr parallele Ebene. 

§ 7. Die Kugel mit ihren Durchmessern und Haupt- 
kreisen. Durch senkrechte Projektion bildet sich die Kugel auf der 

in wirklicher Größe M^L^ und M^Lg. Die das Umklappen andeutenden Klammem 
sind in Fig. o weggelassen^ weil ein Mißverständnis ausgeschlossen scheint. 
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Bildebene 83 als ein Kreis 9t ab, dessen Radius gleich dem Kugel- 
radius ist. 9i heißt der scheinbare Umriß der Kugel oder auch 
der Kugelbildrand. Die äußersten, nämlich die die Kugel be- 
rührenden Projizierenden liegen auf dem Mantel eines der Kugel 
umbeschriebenen senkrechten Kreiszylinders. Die Berührungspunkte 
bilden die zur Bildtafel 95 parallele Hauptkreislinie R, welche auch 
der wahre Umriß der Kugel genannt wird (ebenso hat man bei der 
Projektion eines beliebigen Körpers wahren und scheinbaren Umriß 
zu unterscheiden). Im folgenden ist R auch manchmal kurz der 
Randkreis der Kugel genannt und mit R zugleich die Ebene des 
Randkreises bezeichnet, wenn Verwechslung ausgeschlossen war. Der 
Mittelpunkt der Kugel ist zugleich Mittelpunkt des Randkreises R, 
die Projektion von der Mittelpunkt des Bildrandes 9t. Ins- 
besondere kann man sich die Bildtafel 93 durch den Kugelmittel- 
punkt gelegt denken; dann ist der Rand 9t zugleich der Berührungs- 
kreis R des Mantels. Da der Schnitt einer Ebene mit der Kugel stets 
ein Kreis ist, so ist das Bild jedes solchen Schnittes eine Ellipse, 
deren Achse gleich dem Durchmesser des Schnittkreises ist. Der dem 
Beschauer nächste Punkt der Kugel sei M, der von ihm am weitesten 
entfernte M'; dann ist MM' der zur Bildebene senkrechte Kugeldurch- 
messer, dessen Bild demnach der Bildrandmittelpunkt ist. Eine 
zu 93 parallele Ebene schneidet die Kugel entweder in einem Haupt- 
kreise (Schnittebene durch den Kugelmittelpunkt), nämlich 
dem Berührungskreise R des Zylindermantels, dessen Bild dann 9t ist, 
oder in einem Nebenkreise, dessen Bild dann ein Kreis von gleichem 
Radius um ist. 

Ein beliebiger Hauptkreis enthält jedenfalls einen zu 93 parallelen 
Durchmeser AOA'; die eine Hälfte ABA' des Hauptkreises liegt dann 
auf der Vorderseite, die andere A'B'A auf der Hinteraeite der Kugel. 
Der Hauptkreis bildet sich daher als eine Ellipse mit der Achse AOA' 
ab. Ist BOB' der zu AOA' senkrechte Durchmesser des Kreises, so 
ist das Bild BOB' von BOB' die Nebenachse der EUipse. Selbst- 
verständlich berührt die Ellipse ABA'B' den Umriß 9t, der ja ihr 
Hauptscheitelkreis ist, in A und A'; hier dürfen also keine Ecken 
oder Spitzen zu sehen sein.^) 

1) Zuweilen finden eich noch jetzt in naturgeschichtlichen, geographischen, 
astronomischen, chemischen, a. * b. 

selbst in physikalischen und 
mathematischen Werken ent- 
stellte Ellipsenformen , die 

man etwa als zweispituige, ^ ^ 

rhombische und rechteckige 

Form kennzeichnen könnte: ^^** ^*' 

Fig. 22* stellt diese Pseudoellipsen , Fig. 22^ die richtige Ellipse bei gleicher 
Länge und Breite dar. 

3* 
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Zu jeder Kreislinie der Kugel gehört eine Achse und zwei 
Pole P, P'; seine Achse ist das in seinem Mittelpunkt auf der Kreis- 
ehene errichtete Lot, seine Pole sind die Schnittpunkte dieser Achse 
mit der Kugelfläche. PP' ist also stets ein Kugeldurchmesser. Die 
Pole einer Hauptkreislinie sind von seiner Ehene gleichweit, nämlich 
um den Kugelradius entfernt.^) 

Wird die Kugel um einen zu 93 parallelen Durchmesser RR' ge- 
dreht, so beschreibt jeder mit ihr fest verbundene Punkt im Raum 
einen Kreis JL RR' und _LRR'. Die Projektion dieses Bahnkreises ist 
also eine Strecke, die RR' als Mittellot hat. Ein Punkt S des 
Raumes, fest mit der Kugel verbunden gedacht, kann be- 
stimmt sein 

1. Durch seine Projektion S und den Neigungswinkel a seines 
Mittelpunktsstrahles S gegen 95. Um die Länge von S und die 
Schnittpunkte K, K' des Strahles mit der Kugel zu finden, dreht man 

(S) (Fig- 23) den Strahl OSKK' um den Kugel- 
durchmesser ROR', der |! 33 ist und in der 
projizierenden Ebene 00 SS liegt, um einen 

^ rechten Winkel, so daß er || 33 wird (also in 
die Randebene B fällt). Ist (K)0(K')(S) die 
Projektion des gedrehten Strahles, so liegen 
(K), (K') auf B, und <^ (S) S ist = a, da- 
bei sind (S) S, (K) K, (K')K' _L RR', und 0(S) 
ist = OS. Daher die Konstruktion: S(S) J_ OS, 
in an OS ^ (S)OS = a, so hat man (S), 
und die Punkte (K), (K'); nun geben (K)K und 
(K')K' J_ OS die Bilder K,K' von K,K'. 

2. Durch die Projektion S und die Länge der Zentrale S = c. 
Nach Fig. 23 hat man folgende Konstruktion von K, K', ai das Lot 
in S auf OS und der Kreis um mit c geben (S), damit auch 
cf, (K), (K'), und dann K,K' selbst. 

3. Durch die Projektionen S und K: nach Fig. 23 K(K).LOS 
bis an $R, Strahl 0(K), Lot in S, hiermit (S), usw. 

4. Durch K und die Zentrale c: man findet sofort (K) und a 
durch das Lot in K, mit c gewinnt man (S) auf 0(K), dann S. 

Die Aufgaben, wo S durch S oder K oder a und den Abstand d 

von der Ebene B gegeben ist (= (S)S), sind ebenso leicht zu lösen. 

Um den Abstand l eines Kugelpunktes K von der Randebene B 




Fig. 23. 



1) Diese Eugelpole einci KngBlkreialinie dürfen nicht mit dem har- 
monischen Pole der Ebene verwechselt werden. Der harmonische Pol einer 
Hauptkreisebene ist der „unendlich ferne" Punkt ihrer Achse, der harmonische 
Pol einer beliebigen Ebene ist der vierte harmonische Punkt zu P, P', Q, wenn 
FP' der zu ihr senkrechte Kugeldurchmesser und Q dessen Schnittpunkt mit 
ihr ist. 



Zentrale eines Raumpunktes. Hauptkreise der Kugel. 
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Fig. 24. 



ZU zeichnen, wenn die Projektion K gegeben ist, legt man die das 
Lot K G _L R enthaltende Schnittebene _L G durch die Kugel. Der 
Schnittkreis hat G als Mittelpunkt und KG als Radius; sein in H 
liegender Durchmesser U U' liefert also G U = G ü' ^ G K. Zieht man 
daher (Fig, 24) J_ OK die Sehne U KU' in 31 (G ^) 

fällt im Bilde mit K zusammen), so ist KU oder 
Kü' gleich dem Abstände KG. 

Es ist selbstverständlich, daß man auch einen 
beliebigen Schnittkreis JKJ' durch KG benutzen j' 
kann, man muß ihn dann aber um seinen in R 
liegenden Durchmesser JJ' in die Ebene R um- 
klappen (Fig. 24), so ist das Lot K(K) J_ JJ' bis \ /« 
an ihn -KG. — 

Ein Hauptkreis sei im folgenden allgemein 
mit K bezeichnet, sein Bild in 33 mit Ä. 

§ 8. Konstruktionen von Hauptkreis- und Polbildern. 

Es mag ausdrücklich bemerkt werden, daß zur Lösung der in 
den folgenden Abschnitten behandelten Aufgaben die Ellipsen, 
welche Kugelkreise darstellen, in Wirklichkeit gar nicht 
gezeichnet zu werden brauchen; wenn sie dennoch ausgezogen 
sind, so dienen sie nur zur Unterstützung der Anschauung. 

1. Gegeben der zu 33 parallele Durchmesser AA' und 
ein Punkt S der Hauptkreisebene; gesucht das (elliptische) 
Bild ^ des dadurch bestimmten Hauptkreises K* 
Nach § 7 findet man zunächst K auf OS; nun 
ist das Bild bestimmt durch die Hauptscheitel 
A, A' und den Punkt K. Nach § 3 sucht 
man also einen Schnitt J' von KLJ_AA' 
(Fig. ,25) mit % und zieht KN || AA' bis an 
OJ'; so ist N ein Punkt des Nebenscheitel- 
kreises .der gesuchten Ellipse. Da AA' die 
Achse ist, so hat man auch die Nebenachse BB' -^| 
J_ A A' und kann das Bild S auf eine der Arten 
des §4 oder 3 zeichnen. Liegt S über der 
Randebene R, so stellt AKA' die vordere 
Hälfte des Hauptkreises dar. Besonderer Fall: 
es ist direkt K gegeben. 

Das Verfahren, Ä durch Affinität mittels des Durch- 
messers KOK' zu finden, ist nach § 3 so auszuführen: Trifft J'T 
_L J' die Achse A A' von Ä in T, so ist T K die Tangente an Ä 
in K. Wird A'H || TK bis an K0,HQJ_K0 bis an den um 
durch K gelegten Kreis ^ gezogen, und ist G ein beliebiger Punkt 
auf KO, GF II HQ bis an g, so trifft FE || Q A' die durch G zu 
TK gezogene Parallele in einem Punkte E von Ä, und GE ist eine 



(B!/--^ 
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zu EO konjugierte Halbsehne in ^. So findet man auch den zu 
OK konjugierten Halbmesser OV, indem man den zu HQ 
parallelen Radius OW in fj ^^^ darauf WV || QA' bis an die durch 
parallel TK gehende Gerade OV zieht. (A' kann dabei natürlich 
auch durch A ersetzt werden). 

Um den Neigungswinkel v der Kreisebene AKBA'B' 
gegen die Kandebene H zu finden^ braucht man nur BO um den 
Eanddurchmesser UU', der J, AA' ist, in die Ebene B umzulegen; 
dann kommt das Bild {B} des umgelegten Punktes B (Fig. 25) auf 
31 zu liegen. Zeichnet man also B{B}J_BB' bis an den Umriß St, 
dann ist <^ { B } U = v. Man kann natürlich v auch mittels eines 
beliebigen Punktes, z. B. K, des Hauptkreises finden: Die Ebene 
JKJ'J_AA' schneidet die Kugel in einem Kreise vom Durchmesser 
J r oder J J'(JJ' ;i 95). Wird K L J. A A' gefallt, so ist auch ^ K L J' = i/. 
Klappt man daher den Halbki'eis J K J' um J J' herum in die Ebene B, 
so erhält man in 33 die wirkliche Größe von v. Man zieht folglich 
um L einen Halbkreis mit L J', und errichtet bis zu ihm K[K] _L J J', 
so ist <^ [K] L J' = V. Die Drehung des Randkreises B um einen ge- 
gebenen Winkel v kann hiemach im Bilde leicht ausgeführt werden. 
2. Gegeben 2 Raumpunkte S, T; gesucht der Hauptkreis, 
dessen Ebene durch S und T geht. Es seien C, D die Schnitt- 
punkte von S, T mit der Kugel. Dann erhält man zunächst C, D 
nach § 7, und nun hat man die nach § 6 zu behandelnde Aufgabe: 

durch C,D die Ellipse 
zu zeichnen, die 9i 
als Scheitelkreis hat. 
(Meist sind bei den An- 
|W Wendungen die Haupt- 
kreispunkte C,D gleich 
gegeben.) 

Wie in § 6 bemerkt 
wurde, gibt es 2 Ellipsen 
durch C und D, welche 
Projektionen von Haupt- 
kreisen sind, und zwar 
ist jede wieder die Projek- 
tion von 2 verschiedenen 
Hauptkreisen. Von den 
beiden Ellipsen ist aber 
nur eine als Lösung der 
Aufgabe zu betrachten, 
das Bild des durch C and D bestimmten Kugelhauptkreises zu zeichnen. 
In Fig. 26 a, b, c, d sind beide durch C, D gehende Ellipsen, die 
ungültige punktiert, gezeichnet; bei a sind die Kugelpunkte C und D 







Fig. 26. 
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vom, bei h hinten liegend gedacht, bei c C vorn, D hinten, bei d C 
hinten, D vorn. Man beachte wohl, daß immer ein Bogen der 
Ellipse, der die Bilder eines vorderen nnd ieines hinteren 
Punktes verbindet (z. B. CD in Fig. 26 c und d), einen Haupt- 
scheitel der Ellipse Ä enthalten, also den Band 9i 1 mal be- 
rühren muß, daß dagegen ein Bogen, der zwischen den Bildern von 

zwei vorderen oder von zwei hinteren Punkten verläuft (z. B. CD in 
Fig. 26 a und &), entweder ganz innerhalb des Randes liegt (wenn 
er das Bild des kürzeren Hauptkreisbogens ist), oder beide Haupt- 
scheitel enthält, also den Rand 9t 2 mal berührt. 

3. Gegeben ein Punkt K des Hauptkreises K und der 
Neigungswinkel v der Kreisebene gegen 95 (oder gegen B), 
gesucht der Hauptkreis. Ist AA' der zu 95 parallele, also in 
B liegende Kreisdurchmesser, und fällt man K G J_ Randebene B, 
K L _L A A', so ist <^ K L G = V. Die Länge / von K G kann nach 
§ 7 (Fig. 24) bestimmt werden; dann ist aber durch v auch die 
Länge von GL (=* GL oder, da im Bilde K auf 
G liegt, KL) bekannt. Nun kann L durch 
geometrische Orter gefunden werden. Hierdurch 
ist aber AA' und nach 1. das Bild des Haupt- i 
kreises bestimmt. Man hat also folgende Lösung 
(Fig. 27): KU werde _L OK bis an 3t, an KU A^ 
in U <^ L'UK == Komplement von v gezeichnet; 
dann trifft der Kreis um K mit K L' den Kreis? 
der OK als Durchmesser hat, in L (oder L^); der ^'^' ^^* 
Durchmesser A L A' (oder A^ L^ Ai) von Si ist die Achse des Haupt 
kreisbildes (2 Lösungen). Nun kann zur Konstruktion der Ellipse 
nach 1. verfahren werden. 

4. Die Bilder P, P' der Pole P, P' eines Hauptkreises 
ABA'B' = K zu zeichnen. Es sei AA' der in B liegende Durch- 
messer von K (also A A' die Hauptachse des elliptischen Bildes von K), 
RR' der dazu senkrechte Durchmesser von B. Nun ist PP' als Lot 
auf K auch .L A A', und da A A' || 95, so muß auch P P' _L A A' sein 
(senkrechte Projektion eines rechten Winkels, von welchem ein 
Schenkel || der Bildebene ist!). Dreht man nun die Figur RPR'P' um 
R R' in die Ebene B, so beschreiben die Projektionen von P und von 
P' die Lote in P und F auf RR', und gelangen bis auf JR; ist BB' 
der zu AA' senkrechte Durchmesser von K, also BB' die (auf RR' 
liegende) Nebenachse der Ellipse ABA'B', so laufen die Projektionen 
von B, B' bei jener Drehung auf den Loten, die man in B und B' auf 
RR' errichten kann, und zwar ebenfalls bis an 9? nach entgegen- 
gesetzten Seiten von RR' nach (B) und (B'), Fig. 28. Da im Räume 
P F _L B B' ist, so ist nach der Drehung auch (B) (B') _L (P) (P') 
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Da ABA'B' als gegeben betrachtet werden kann, so hat man folgende 
Lösung (Fig. 28): Das Lot B(B) auf BB' wird bis an % 0(P) 
JL 0(B) ebenfalls bis an 9i gezogen; dann gibt (P)P_LBB' 

das Polbild F. P' findet man ebenso von 
B' aus, oder einfacher durch Abtragen von 
OP in entgegengesetzter Richtung von 
aus auf ER'. Es genügt selbstver- 
ständlich, die Nebenscheiteltangente 
B(B) bis an 9t zu zeichnen und dann 
auf BB' P = F - B (B) abzutragen. 
Das gedrehte („umgelegte") Bild (P)0 
(P')(B)(B') ist nichts anderes als der in 
den Aufriß der Kugel hineingelegte Seiten- 
riß, den man — mit einem Mehraufwand 
von einigen Linien — ebensogut neben 
den Aufriß PAP'A'BB' zeichnen könnte. 
Weil (B) i= der Ellipsenhalbachse A - a ist, so ist A B (B) 
kongruent mit dem charakteristischen Dreieck der Ellipse (vgl. § 1); 
also ist B(B) gleich der linearen Exzentrizität e, und da nach Kon- 
struktion überdies A OB(B) ^ (P)PO, so ist OP = e. Also er- 
hält man P oder P' auch dadurch, daß man, wenn F und 
F' die (nach § 1 durch Kreisbogen mit a um B oder B' zu zeich- 
nenden) Brennpunkte der Ellipse bedeuten, die lineare Ex- 
zentrizität OF oder OF' um einen rechten Winkel in der 
Bildebene 95 dreht. 

Also: Das Bild der Polachse PP' eines Hauptkreises K ist 
der um den Bildmittelpunkt um einen rechten Winkel 
gedrehte Brennpunktabstand FF'. 

Ist C C ein beliebiger Durchmesser der Ellipse A B A' B', so ist 
F C F' C ein Parallelogramm, weil C C, F F' einander halbieren. Da- 
bei ist CF + CF' = 2a, wenn a den Radius des Bildrandes bedeutet. 
Also ist auch FC + PC = F'C + FC = 2a. Sind also D,D' die 
Brennpunkte der Ellipse, die 9t als Hauptscheitelkreis hat, deren 
Achse EE' auf CC liegt, und die durch F und F' hindurchgeht, so 
liegen D,D' auf der Geraden EE'. Dabei ist FD + FD' - 2a, also 
FD + FD' = FC + FC. Das aber ist nur dann möglich, wenn D 
und D' mit C und C zusammenfallen; denn sonst gäbe es zwei 
Ellipsen mit derselben Achse E E' durch denselben Punkt F, während 
doch durch EE' als Achse und F als Peripheriepunkt nur 1 Ellipse 
bestimmt ist. Also sind C,C die Brennpunkte der Ellipse EFE'. 
Dies gibt den Satz: Wenn von zwei Ellipsen mit gemeinsamem 
Scheitelkreise die zweite durch die Brennpunkte der ersten 
hindurchgeht, so enthält auch die erste die Brennpunkte 
der zweiten. 



Hauptkreifl und Polachse. Rechtwinkliges Achsenkreuz. 
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Wird durch PP' ein beliebiger Hauptkreis P gelegt, so ist sein 
Bild eine Ellipse ^ durch P und P'. Wird sie in der Bildebene 
um herum um einen rechten Winkel gedreht, so wird aus ihr 
eine Ellipse ^', die durch F,F' hindurchgeht, weil dabei PP' auf 
PP' zu liegen kommt, also befinden sich die Brennpunkte von 
5ß' auf Ä. Daher liegen (man denke sich AE 

die Drehung rückgängig gemacht) die 
Brennpunkte von ^ auf der Ellipse, die 
man erhält, wenn man das Hauptkreisbild 
^ um einen rechten Winkel um herum- 
dreht. Hiermit ist der Satz bewiesen: Das '^l 
Bild eines Hauptkreises, der durch 
die Pole eines gegebenen Haupt- 
kreises geht, hat seine Brennpunkte 
auf der Ellipse, in welche das Bild 
des gegebenen Hauptkreises über- 
geht, wenn es in der Bildebene um 
den Mittelpunkt um einen rechten Winkel gedreht wird. 

Schneiden zwei Hauptkreise einander rechtwinklig, so geht 
jeder durch die Pole des anderen. In Pig. 29 enthält K die Pole 
Pi, Pi von Kl, und Ki die Pole P, P' von K. Die Tangenten an 
K in den Schnittpunkten E, G beider Kreise sind ||PiPi, weil 
sie _LKi sind, und daher ihre Bilder || PiPl, folglich senkrecht 
zur Achse AiAl der Ellipse Äj. Ebenso sind die Tangenten an 
die Ellipse Äj in E,6 parallel zu PP' und senkrecht zur 
Achse AA' der Ellipse Ä. 

Sind (Pig. 30) C C, D D' irgend zwei zu einander senkrechte 
Durchmesser des Hauptkreises K, also COC, DOD' konjugierte 
Durchmesser der Ellipse Ä, so sind z. B. 
OC, OD, OP die Bilder von irgend drei 
einander gleichen und zu einander lotrech- 
ten („orthogonalen'O Strecken C, D, P j 
im Räume (Steiners „Dreibein", z.B. drei 
zusammenstoßende Würfelkanten, oder drei A 
Oktaederhalbachsen). Hieraus folgt der (von 
Pohlke gefundene, von Schwarz veröffent- 
lichte) Satz^): Die senkrechte Projektion 
eines ^^Dreibeines'^ kann stets als zusam- 
mengesetzt ans 2 konjugierten Halbmessern 
und der um einen rechten Winkel gedrehten 
Exzentrizität einer Ellipse aufgefaßt werden; wobei es gleichgültig 

1) Nicht zu verwechseln mit Pohlkes Fundamentalsatz der schiefen 
Parallelprojektion, wonach ein begrenzter Dreistrahl im allgemeinen schiefe 
Parallelprojektion von 4 „Dreibeinen" ist. 
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ist, welche Linie der Projektion man als gedrehte Exzentrizität 
betrachtet, da keine der Strecken des „Dreibeines*^ vor den anderen 
irgend einen Vorzug hat. Ebenso: Die senkrechte Projektion 
eines orthogonalen aus drei gleichen einander halbierenden 
Strecken bestehenden Achsenkreuzes kann man als zusam- 
mengesetzt aus zwei konjugierten Durchmessern und dem 
um einen rechten Winkel gedrehten Brennpunktabstarid 
einer Ellipse betrachten. 

Auch die ümkehrung dieses Satzes: 

Zwei konjugierte Durchmesser und die um einen rechten 
Winkel gedrehte Verbindungslinie der Brennpunkte einer 
Ellipse kann man stets als senkrechte Projektion eines 
orthogonalen aus gleichen einander halbierenden Strecken 
bestehenden Achsenkreuzes auffassen^' läßt sich nun indirekt 
beweisen, indem man den Scheitelkreis der Ellipse als senkrechte 
Projektion einer Kugel betrachtet. 

In Fig. 30 ist nach § 3 das Paar konjugierter Durchmesser 
COC, DOD' vermittels der beliebigen auf einander senkrechten 
Durchmesser HÖH', JOJ' des Scheitelkreises 91 eingezeichnet (man 
beachte noch die Bemerkung in der Aufgabe 5 und die Sätze und 
Konstruktionen Seite 13, 14). Das Zeichnen konjugierter Durchmesser 
im Hauptkreisbilde kann man auch Herstellung der Bilder von 
Rechtwinkelstrahlen nennen. Über andere Verfahrungsweisen, solche 
Bilder bei rechtwinkliger Projektion zu zeichnen, vgl. man z. B. das 
schöne Werk von A.Weiler: Neue Behandlung der Parallelprojektionen 
und der Axonometrie, Leipzig (Teubner) 1889. 

5) Zu einem Punkte P als Pol den Hauptkreis K zu kon- 
struieren (Fig. 28). Durch P(P) J_ OP ergibt sich (P) auf dem 
Bande, durch OB = P(P) erhält man B auf PO, während die Haupt- 
scheitel A, A' die Endpunkte des zu P senkrechten Durchmessers 
von St sind. Hierdurch ist das elliptische Bild Ä des Hauptkreises 
bestimmt (§ 3). Oder man dreht OP um einen rechten Winkel nach 
OF, und zeichnet die Ellipse mit Hilfe der Brennpunkte F,F' und 
der Achse AA' (§ 1). 

In der durch Fig. 30 dargestellten Raumfigur ist z. B. C C so- 
wohl zu PP' als zu DD' senkrecht; daher ist CC die Polachse des 
durch PD P'D', bestimmten Hauptkreises ^ (und in diesem sind PP' 
und D D' wiederum konjugierte Durchmesser). Daher liegt im Bilde 
die Nebenachse NN' der EUipse PDP'D' = $ auf C C, also ist ihre 
Hauptachse HH' senkrecht auf CG'. Daher der für viele Konstruktionen 
der darstellenden Geometrie nützliche Lehrsatz: Ist DD' irgend ein 
Durchmesser, PP' die Polachse eines Hanptkreises K, so ist die 
Achse des Bildes § des Hanptkreises PDP'D' senkrecht auf dem- 
jenigen Durchmesser CG' des Bildes S, der zu DD' konjugiert ist, 
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and die Tangenten an ^ in D nnd D' sind parallel dem Pol- 
achsenbilde PP'- 

Bemerkung: Hat man schon zwei zu einander rechtwinklige 
Durehmesser des Scheitelkreises, z. B AA' und RR', so findet man 
den zu einem dritten Durchmesser, z. B. (B) (B') in Fig. 28 pder 
HH' in Fig. 30 rechtwinkligen durch Abtragen des Bogens 

(r^) == R^F) = A(B) in Fig. 28, rT' =- ITJ == AÖ in Fig. 3o) 

In den Figuren, die sich in den Lehrbüchern der Stereometrie, 
Geographie, Astronomie, Physik usw., selbst zuweilen der darstellenden 
Geometrie finden, sind die Polbilder P,P' der Einfachheit wegen oft 
auf den Rand 9i gelegt, ohne daß dabei die Bilder der zugehörigen 
Hauptkreise geradlinig gezeichnet wären. In dem vorliegenden Werke 
wird durchgängig an der streng richtigen Darstellung fest- 
gehalten. 

6. Den Hauptkreis zu zeichnen, der in der Mittellotebene 
einer gegebenen Kugelsehne CD liegt (Fig. 29). 

Man zeichne zunächst das Bild des durch C, D bestimmten Haupt- 
kreises CEDG nach § 6, und darin das Bild des zu CD konjugierten 
Durchmessers EG. Dieser muß zunächst durch und die Mitte H 
von CD gehen; die Bilder E, G seiner Endpunkte E, G findet man 
als Schnittpunkte des Mittelpunktstrahles OH mit der Ellipse nach 
§ 3. Weil nun der gesuchte Mittellotkreis längs EG senkrecht zum 
Kreise CEDG stehen muß, so muß er die Polachse PP' dieses Kreises 
enthalten. Und da in seinem Bilde die Linien POP' und EOG (als 
Bilder zueinander senkrechter Durchmesser) konjugierte Durchmesser 
sein müssen, so kann man dieses Kreisbild PEP'G auf eine der früher 
behandelten Arten finden (§ 3 oder § 4), nachdem man PP' auf 
Grund der Aufgabe 4. gezeichnet hat. 

§ 9. Rechtwinklige Axonometrie. Wie man in der Ebene 
unter Zugrundelegung zweier Achsen jeden Punkt durch seine beiden 
Koordinaten bestimmen kann, so im Räume durch 3 Koordinaten Xy 
«/, s mit Beziehung auf 3 von einem Punkt 0, dem Koordinatenan- 
fangspunkt, ausgehende Achsen. Diese Koordina- 
tenachsen sollen als rechtwinklig zueinander 
vorausgesetzt werden. Die durch je zwei der Achsen 
gelegten Ebenen heißen Koordinatenebenen. Die -*. 
von einem beliebigen Punkte P des Raumes (Fig. 31) 
auf sie gefällten Lote PO, PR, PS sind die Koordina- 
ten {x !! der a;- Achse und daher J_ y ;2f-Ebene, y || der y- ^ig 3^ 
Achse und J_ j8ra;-Ebene, z Aer jsr-Achse undj_icy- 
Ebene). Die eine Richtung jeder Achse wird als positiv, die andere als 
negativ bezeichnet, und demgemäß die Koordinaten positiv oder negativ 
gerechnet; das x eines Punktes z.B. positiv, wenn er auf derselben Seite 
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der j/^er- Ebene liegt, wie die positive a;- Achse. Vervollständigt man 
die Figur durch die auf die Koordinatenachsen gefällten Lote PL, 
PM, PN, so bilden die 8 Punkte 0, P, 0, R, S, L, M, N ein Rechtflach. 
Sind die Koordinaten x, y, ss gegeben, so kann man den zugehörigen 
Raumpunkt P durch eine zweimal rechtwinklig und windschief ge- 
knickte Steilige Linie auf 6 verschiedene Weisen zeichnen (OL SP, 
OLRP, OMSP, OMQP, ONRP, ONQP). Das Verfahren, auf solche 
oder ähnliche Weise die Bilder der einzelnen Punkte einer gegebenen 
Raumfigur mittels der verkürzten Koordinaten in das Bild des Koor- 
dinatensystems einzutragen, heißt Axonometrie. Alle Koordinaten, 
die sich auf dieselbe Achse beziehen, erscheinen dabei im Bilde in 
gleichem Maße verkürzt; z. B. in Figur 30, wo OC, OD, OP die 
Bilder von gleichlangen Abschnitten rechtwinkliger Achsen sind, würde 
für die parallel OC, OD, OP gemessenen Koordinaten der „Maßstab" 
oder das Verkürzungsverhältnis OC : OA, OD : OA, OP : OA sein, 
weil OA die wirkliche Länge der im Bilde durch OC, OD, OP dar- 
gestellten Raumstrecken ist. Zur Herstellung der Bilder der einzelnen 
Punkte benutzt man Proportionalzirkel oder vorher konstruierte Pro- 
portionalmaßstäbe, für jede Achse einen besonderen. So kann z. B. 
Fig. 21* aus 21^ axonometrisch durch Abtragen der entsprechend ver- 
kürzten Koordinaten der einzelnen Punkte hergeleitet werden. Um- 
gekehrt kann man aus Fig. 21* auch 21^ finden. In Fig. 21* 
sind die Bilder OX, OY, OZ dreier rechtwinkliger Achsen als kon- 
jugierte Halbmesser OY, OZ eines Hauptkreisbildes und als Bild einer 
zugehörigen Polhalbachse OX gefunden ((N)O(X) deutet die ümlegung 
an, wobei 0(X) _L 0(N), X(X) || N(N) ± OX, und NÜV der kleine 
Scheitelkreis des Hauptkreisbildes ist; OU[Y], OVfZ] sind die recht- 
winkligen Radien, die die konjugierten Halbmesser OY, OZ geben). 
Fig. 21** ist aus 21* hergeleitet, indem zunächst die Quadrate OYZ, 
OZX usw. (mit der wirklichen Seitenlänge 0(X)) nebeneinander ge- 
legt und dann die Koordinaten von A in wirklichen Größen abgetragen 
worden sind. Diese Größen sind in Fig. 21* offenbar OA', 0[AI], 
0[A3'], wenn A;A' || X(X) bis an 0(X), A;[A;] || OX bis an [Y], 
A;[A3] II OX bis an 0[Z] gezogen ist. — 

Aber auch dann, wenn man nicht die ganze Konstruktionsfigur 
21*, sondern nur die Richtungen OX, OY, OZ der Achsenbilder 
und die wirkliche Länge der Achsen hat, kann die Figur 21^ 
aus 21* gewonnen werden. Denn indem man einen beliebigen 
um gezeichneten Kreis (Fig. 2l^) als Bild einer Kugel betrachtet, 
müssen drei noch unbekannte Punkte C, D, E die Bilder der Durch- 
stoßpunkte der Achsen 0A[, OAg, OA3, und nach dem Pohlkeschen 
Satze OC, OD konjugierte Halbmesser einer Ellipse sein, für welche 
OE die um 90^ gedrehte lineare Exzentrizität ist. Dreht man daher 
OE um ±90^ nach OF, OF', und schneidet FF' den Kreis in 
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S, S', so ist SS' die Hauptachse der Ellipse, welche OC und OD 
als konjugierte Halbmesser enthält, während die Nebenachse auf OE 
liegt. Aber nach dem Spiegelungssatze in § 3 sind, wenn man OD 
z. B. an OE spiegelt, die Richtungen der beiden gleichen konjugierten 
Durchmesser harmonisch zum Spiegelbilde OD^ und zu OC, und über- 
dies zu OS symmetrisch. TreflFen daher OC, OD^ die in S an den 
Kreis gelegte Tangente in U, V, und sind Q, R die Schnittpunkte der 
Tangente mit den gleichen konjugierten Durchmessern, so kann SQ 
oder SR als geometrisches Mittel von SU und SV gezeichnet werden. 
Dann aber sind die in Q und R errichteten Lote nach § 3 die Neben- 
scheiteltangenten ; damit ist der kleine Scheitelkreis gefunden. C, D 
können mit seiner Hilfe (nach § 4) hergestellt werden, und auch E 
ist durch ihn bekannt. Nun hat man in OS : OC, OS : OD, OS : OE 
die Verhältuisse, nach denen man die Koordinaten eines Punktes der 
Figur 21* vergrößern muß, um. ihre wahren Längen zu bekommen. 
Dasselbe Verfahren wendet man an, um die wirklichen Längen der 
Koordinaten eines in Figur 21* schon dargestellten Punktes zu er- 
langen, oder allgemein, um die wirkliche Gestalt eines in recht- 
winkliger Projektion dargestellten Gegenstandes aus dem 
Bilde abzuleiten. Eine besondere Rolle spielt diese Frage in der 
Zentral Perspektive zur Erforschung der auf einem Gemälde, einer 
photographischen Aufnahme oder dergl. dargestellten Gebilde (Ikono- 
metrie, Photogramm etrie). 

Es soll sich femer im folgenden um die umgekehrte Aufgabe 
handeln, das Bild des Koordinatensystems Orc, Ot/, Ojs so zu 
wählen, daß die Verkürzungsverhältnisse gleich gegebenen Zahlen, 
oder wenn man sich auf den Achsen die Längeneinheit abgetragen 
und mit ihnen in die Bildtafel projiziert denkt, daß ihre Projektionen 
gleich gegebenen Längen c, c?, e werden. Die Lösung dieser Aufgabe 
wird erfordert, wenn ein Gegenstand, etwa ein physikalischer Apparat, 
entweder in einer bestimmten Ansicht, oder auch mit Verwendung 
vorgegebener, z. B. wegen ihrer Einfachheit oder Bequemlichkeit sich 
empfehlender Maßstäbe abgebildet werden soll (die Technik verwendet 
für solche beliebte Maßstäbe eingerichtete Schiebedreiecke mit den 
richtigen, zu den Maßstäben gehörigen Winkeln). 

Aus Fig. 30 schon geht hervor, daß, wenn OA als Einheit ge- 
wählt wird, z. B. die Längen der konjugierten Halbmesser OC, OD 
abhängig sind von den Winkeln, die sie bei mit OP bilden, und 
umgekehrt hängen die Winkel von den Längen der Halbmesser ab. 
Den Zusammenhang zwischen der Lage und der Länge der drei „Ein- 
heitsstrecken*^ c, d, e hat Gauß durch einen äußerst einfachen Vek- 
torensatz (mit Zuhilfenahme der Darstellung komplexer Zahlen), und 
J. Weisbach durch den nach ihm benannten Satz ausgedrückt, der 
gewöhnlich trigonometrisch bewiesen wird: Zeichnet man ein 
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Dreieck, dessen Seiten sich wie die Quadrate der die Ver- 
kürzungen angebenden Strecken oder Zahlen verhalten, so 
sind dessen innere Winkelhalbierende die Bilder der Koor- 
dinatenachsen. 

Die Aufgabe, die Achsenbilder (Projektion des „Dreibeines'^ bei 
gegebenen Verkürzungs Verhältnissen zu zeichnen, hat für die Technik 
eine gewisse Bedeutung, für die Schule mehr theoretischen als prak- 
tischen Wert. Die im folgenden gegebene Darstellung (ohne Trigo- 
nometrie) sucht den inneren, also natürlichen Zusammenhang 
zwischen Lage und Verkürzung, zwischen dem projizierten Dreibein und 
dem zugehörigen Weisbachschen Dreieck zu benutzen (eine andere der 
Anschauung möglichst entgegenkommende Ableitung hat J. E. Böttcher 
im 25. Jahrgange der Hoffmannschen Zeitschrift für mathem. und 
naturwissensch. Unterricht veröfiFentlicht). 

Hilfssatz: Die drei von einer Ecke P nach den gegenüber- 
liegenden Seitenflächen gelegten Diagonalebenen eines 
Rechtflaches, welche nicht durch die Gegenecke gehen, 
haben von gleiche Abstände (also gegen die Eörperdiagonale 
OP gleiche Neigung); die Summe der Quadrate der von P ausgehenden 
Seitendiagonalen PL, PM, PN ist gleich dem doppelten Quadrate der 
Körperdiagonale OP. Denn wenn man (Fig. 31) NO um sich selbst 
bis N' verlängert, so ist N'MO ^ NMO ^ QOM, daher NM ^ || OQ, 
also auch N'M « || LP, folglich PLN'M ein Parallelogramm und LMN"^ 
nur eine Erweiterung der Ebene PLM. Mithin fällt das Lot von 
auf PLM mit dem Lote auf LMN' zusammen, dieses aber ist wegen 
der Symmetrie zur a;t/-Ebene gleich dem Lote von auf LMN. Also 
hat von PLM und von LMN gleiche Abstände. Ebenso beweist 
mau, daß von PMN und von LMN, oder von PNL und LMN gleiche 
Abstände hat. Daher sind die Abstände der drei Diagonalebenen PMN, 
PNL, PLM von gleich^ Überdies is^PL^ = y^ + z", PM* = z^ +^^ 
PM« ^x''^ y\ darum ?U+ ?W + PN«= 2 ^{x" + y^ -{• z^) ^2 * PO». 
Das Vierflach PLMN, welches von den Loten von P aus auf 
die Achsen gebildet wird, hat gleiche Gegenkanten. 

In der durch Fig. 32 dargestellten Raumfigur ist P der Pol des 
Haupt kreises UVU'V mit dem Radius a und dem Mittelpunkt 0. Zu 
irgend einem anderen Kugelpunkte F als Pol ist ebenfalls der Haupt- 
kreis und in ihm zwei zueinander senkrechte Halbmesser OG, OH ge- 
zogen; G, H sind also nach Umlegung von OF in die Randebene als 
konjugierte Halbmesser mittels des kleinen Scheitelkreises in der 
EUipse GH (Hauptachse _L OF) gezeichnet. Dann sind OF, OG, OH 
die drei „Beine'^ eiues „Dreibeines".^) FC, GD, HE seien die Lote 
von F, G, H auf die Ebene UVU'V (in Fig. 32 sind ihre Bilder FC, 



*) Über die weitere Herstellung des Bildes 32 vgl. § 12, 7. 
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GD, HE nach § 12, 5. konstruiert), PL, PM, PH die Lote von P 
auf OF, OG, OH (ihre Bilder PL, PM, PN können nach § 12, 7, 
gefunden werden). Endlich sind diese Lote bis zu ihren (auf OC, 
OD, OE liegenden) Schnittpunkten C, D', E' mit der Ebene UVU'V 
verlängert, und C, D', E', ebenso L, M, H verbunden. 

Es werde nun vorausgesetzt, daß die Projektionen OC == c, OD = c?, 
E = ^ der 3 „Beine'^ F, G, OH gegeben seien. Aus der Kongruenz 
der rechtwinkligen Drei- P 

ecke POL, CFO (^POF 
= CFO als Wechsel Winkel 

PO-OF) folgt OC 



an 




= P L = c, ebenso 00 = 
PM = rf, OE = PH=e. 

Nach dem Projektionssatze 
aber erhält man aus den 
ebenfalls rechtwinkligen 
Dreiecken POC, POD', 
POE' die Beziehung PL- 
PC'«PM.PD'=PH PE' 

= FÖ« 1), folglich ist z. B. 

PMH-PE'O; daher ED' : MH = PD' : PH = P M PD' : PM PH = 

PO^ : P M • P H. Nach der oben gemachten Bemerkung über das Vier- 
flach PLMH muß aber MH = PL = c sein usw., also hat man, wenn 
die Seiten D'E', EX', CD' des Dreieckes C'D'E' mit c, d', e be- 
zeichnet werden, 

c '- c = a^ \ de y 
ebenso selbstverständlich 

d' \ d^ a^ lec, 

e' : e ^ a^ : cd y 
daher 

c' : c^== d' : d^= e \^^ a^\ cde, 
also 

Nun aber kommt noch hinzu, daß auf Grund des Hilfssatzes die 
Ebenen PIKIH, PHL, PLI« oder, was dasselbe ist, PD'E', PE'C, 
PCD' von gleiche Abstände haben. Da PO _L C'D'E' ist, so sind 
auch die Grundspuren D'E', E'C, CD' dieser Ebenen von gleich 
weit entfernt, so daß der Likreismittelpunkt des Dreiecks CD'E' 
ist, und also die Projektionen der Achsen OF, OG, OH auf den 
inneren Winkelhalbierenden dieses Dreiecks C'D'E' liegen, 



1) Hieraus folgt nebenbei, daß L, M, N, 0\ ü\ E' auf einei Kugel liegen, 
die von der um P mit dem Radius a beschriebenen (also durch gehenden) 
Kugel rechtwinklig durchsetzt wird. 
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dessen Seiten sich wie die Quadrate der die Verkürzungen 

(c d €\ 
— y — , — j verhalten. 

Da endlich nach dem Hilfssatze c^ + cP + e^ = 2a^ ist, so er- 
gibt sich auch die bekannte Gleichung für die wahre „B^inlänge^^ 



a^y 



c^+d^ + e' 



2 

Es mag noch bemerkt werden, daß, wenn c, d, e in Maßzahlen 
gegeben sind, man diese einfach quadriert, ein Dreieck zeichnet, 
dessen Seiten den Quadraten proportional sind, und die inneren 
Winkelhalbierenden dieses Dreiecks als Achsenprojektionen nimmt, 
denen parallel man nun die nach Maßgabe der gegebenen Zahlen 
verkürzten wirklichen Koordinaten eines Baumpunktes einträgt, um 
das Bild dieses Raumpunktes zu finden. Sind aber Cy d, e als 
Strecken gegeben, so zeichnet man drei Strecken c', d', e, die sich 
wie c^ : d^ : e^ verhalten, indem man z. B. in einen hinreichend großen 
Halbkreis von einem Endpunkte des Durchmessers aus c, d, e als 
Sehnen einträgt und danach diese auf den Durchmesser projiziert. 
Die Projektionen sind dann drei Strecken der verlangten Art, aus 
ihnen (oder aus zu ihnen proportionalen Linien) wird dann das Weis- 
b ach sehe Dreieck gezeichnet, dessen innere Winkelhalbierende als 
Achsenprojektionen dienen. — 

Im Weisb achschen Dreieck C'D'E' ist wie in jedem Dreieck 

c -\- d' 
die Summe zweier Seiten größer als die dritte, also — ^ — > 1? 

daraus aber folgt, daß das Dreieck, das c, d, e selbst als Seiten 
hat, notwendig spitzwinklig sein muß. 

Es ist als Übelstand empfunden worden, daß hierbei nicht gleich 
eine Achsenprojektion in eine vorausgewünschte Richtung, z. B. 
parallel dem linken Zeichenbrettrande wird. Doch ist es nicht schwer, 
diesem Übelstande mit Hilfe des P o hl k eschen Satzes oder des Gauß- 
schen Satzes zu begegnen^): 

Es sei in Fig. 33 OE = e in der verlangten Richtung hingelegt 
und werde als gedrehte Exzentrizität einer Ellipse gemäß dem 
Pohlk eschen Satze aufgefaßt; OC = c und OD = rf seien die Pro- 
jektionen der beiden anderen Achsen in der gesuchten Lage; so 
findet man zunächst a, indem man z. B. ES = (iJ_OE, darauf 
ST = c JL OS abträgt, und in der Mitte ü von OT auf OT das Lot 
UV errichtet bis zum Halbkreis über OT; so ist OV = a. Im Kreis 
um durch V ziehe man nun den Durchmesser AOA^ J_ OE. TriflFt 

1) Man vgl. 0. Richter, Zur Orthogonalprojektion des Würfels, Zeitschr. 
f. mathem. und natnrw. Unterricht (Hoffmann-Schotten) 1905 (36. Jahrg.). 
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ES diesen Kreis in W, und wird WR .!_ AA^ gefällt, so ist OR der 
Radius h des Nebenscheitelkreises der Ellipse (da das Dreieck OEW 
OW = a als Hypotenuse und OE = e als Kathete enthält, also das 
charakteristische Dreieck der Ellipse ist), in welcher OC, OD konju- 
gierte Halbmesser, A, A^ die 
Hauptscheitel und e die lineare 
Exzentrizität sein müssen. Das 
Lot C M _L A Ai wird den Kreis 
um mit a, der kurz (a) 
heiße, in einem Punkte (C), 

und die 

Parallele 

durch C 

zu AAi 

den Kreis um mit 6, der 

kurz (b) heiße, in einem 

Punkte ö so schneiden, daß 

OG'(C) eine Gerade ist. Der 

Schnittpunkt dieser Geraden 

Kreise (e) (d. h. mit dem Kreise um mit e) sei L, 

von (C), G, L auf AA^ gefällten Lote seien a^, &^, e^ 

Dann ist auch CM « J^, und a^ : 6^ : «^ = a : 6 : e. Da 




Fi^ S3. 



mit dem 
und die 
genannt. 



nun a^ — 6^ = e^, so ist auch aj — 6J = ej, und weil die Dreiecke 
0(C)M, OCM die Kathete OM gemeinsam haben, af — ft? =- a^ — c^, 
folglich a^ — c^ = ef, d. h. im Kreise (a) gehört zur Ordinate e^ die 
Abszisse c. Zieht man daher LK || AA^ bis an den Kreis (a), und 
KJ_LAAi, so daß K J = e^, dann muß OJ = c sein. Daß hierbei 

a == 1/— - ^ ist, ergibt sich aus dem Ellipsensatze (§ 3), wonach 

die Summe der Quadrate konjugierter Halbmesser stets gleich a^ + h^ 
ist; denn aus c^ -{- cP = a^ -\- b^ und e^=«a^— 6^ folgt durch Addition 

Hiermit ist folgende Konstruktion des Achsenbildes OC ab- 
geleitet, wenn c, rf, e gegeben sind: 

Man trage nach Herstellung der Kreise (a), (6), (e) und des zu 
OE = e senkrechten Durchmessers AA^ auf OA^ OJ = c ab, errichte 
JK _L OA bis an den Kreis (a), ziehe KL || OA bis an den Kreis (e), 
und verbinde mit L. OL trifft die Kreise (a), (b) in (C) und G; 
dann gibt GC || OA und (C)C J_ OA den Punkt C, der zugleich auf 
dem um mit c beschriebenen Kreise liegt. Ebenso findet man, 
nachdem ON = (d) auf OA oder OA^ abgetragen ist, in einem benach- 
barten Quadranten den Punkt D durch NP JL AAj, PQ || AA^ bis an (e), 
OQ(D)H, (D)D J_ AAi, HD || AA^. Dabei muß natürlich von selbst 
OD = (?, <^(C)0(D) recht sein (was man auch zur Konstruktion benutzen 

O. Biohter. Kreis u. Kugel. 4 
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wird), (C)(D) und CD müssen einander auf AA^ und ebenso CD 
und 6H einander auf OE treflFen. — Sind die Würfelkante a und 
die Längen d, e der Projektionen von zwei zusammenstoßenden Kanten 
gegeben, so nehme man eine von diesen Längen, z. B. e, als Abstand 
eines Brennpunktes vom Mittelpunkte in einer Ellipse, die a als 
Halbachse hat, wodurch auch die kleine Halbachse 6 bestimmt ist, 
zeichne in diese Ellipse nach dem eben angegebenen Verfahren d als 
Halbmesser, so ist ein dazu konjugierter Halbmesser c der Länge 
und Lage nach das Bild der dritten Würfelkante, während das Bild 
der zweiten der um einen rechten Winkel gedrehte Abstand eines 
Brennpunktes vom Mittelpunkte ist. 

Man zeichne hiernach z. B. in senkrechter Projektion mit ge- 
gebenen Verkürzungsverhältnissen und nach gegebenen Maßen den 
perspektivischen Apparat: ein rechteckiges Brett ABCD, längs 
einer parallel zu den kürzeren Seiten AB, DC in der Brettfläche 
liegenden Geraden EF ein auf ABCD senkrechtes Rechteck EFGH, 
welches eine durchsichtige Zeichentafel darstellt; über ABCD in irgend 
einer Stellung einen Körper, z. B. einen Würfel JKLMJ'K'L'M'; 
senkrecht zu AB FE in irgend einem Punkt N (Standpunkt) ein Lot 
NO, dessen Ende die Stelle des Auges angibt. Man zeichne die 
Spuren (Durchschnittspunkte) der von aus nach den Punkten des 
Körpers hingehenden Geraden (Sehstrahlen) auf der Ebene EFGH; 
diese Spuren ergeben dann das perspektivische Bild des Körpers. — 
Man zeichne axonometrisch auf den Mantel des der Gleichung 
x^ =^ y^ -\- z^ entsprechenden Kegels die Punkte, deren Koordinaten 
positive oder negative ganze Zahlen mit oder ohne gemeinsamen 
Teiler sind (Pythagoreische Zahlen). Man beachte die eigentüm- 
liche Anordnung dieser Punkte (sie liegen auf vier Scharen von 
Parabeln, deren Ebenen der y-Achse und einer der in die (a?;2r)-Ebene 
fallenden Mantellinien, oder der ;8r- Achse und einer der in die {xy)- 
Ebene fallenden Mantellinien parallel sind. Denn ist n eine gegebene 
ganze Zahl, wählt man ferner beliebige ganze Zahlen m und bestimmt 
zu jeder von ihnen eine Zahl y nach der Gleichung y = m^ — w*, so 
ist z « y\n^{y + n^) auch eine ganze Zahl, und da x^ = y^ + z^ sein 
soll, notwendig ■±^ x = y -\- 2n^, Bestimmt man ebenso zu jedem m 
eine Zahl z =-m^ — w^, so ist y « }/4n*(;er + ^^ eine ganze Zahl und 
±^x ^= z + 2n^. Für Raumpunkte mit den ganzzahligen Koordinaten 
Xy y, Zj die der Gleichung a;^ = y^ + ^* genügen, ist also entweder 
± ic — y = 2w^ oder + rr — js? = 2w^, d. h. diese Punkte liegen in vier 
Ebenen, die parallel der y-Achse bzw. js^-Achse sind und mit der iyz)- 
Ebene Winkel von +45® bilden. Jedem ganzzahligen w entsprechen 
vier solche Ebenen, die Gesamtheit dieser Ebenen für alle mög- 
lichen ganzen Zahlen n besteht also aus vier Scharen von Parallel- 
ebenen, welche den Kegel rc^ = y^ -f z^ in Parabeln schneiden. Nach 
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einem in 12 § 13 angedeuteten Satze liegen die Projektionen der 
Punkte auf die (j/;gf)-Ebene in vier Scharen von Parabeln, die die 
Kegeispitze als Brennpunkt haben. — Die entstehende Einteilung des 
Kegelmantels in konische Vierecke und Dreiecke hat sehr merk- 
würdige Eigenschaften.) 

Isometrisch oder monometrisch heißt die Projektion, wenn 
die Achsenbilder OC, OD, OE einander gleich sind, dimetrisch 
oder monodimetrisch, wenn zwei von ihnen gleich sind (wenn 
z. B. in Fig. 33 OC, OD gleiche konjugierte Halbmesser der 
Ellipse ADCAi sind). 

Betrachtet man die drei Strecken, die das „Dreibein" bilden, 
als in der Ecke zusammenstoßende Kanten OF, OG, OH eines 
Würfels, so muß die von ausgehende 
Würfeldiagonale 00' im Falle der Isometrie 
senkrecht auf der Projektionsebene stehen. 
Zeichnet man ein Bild des Würfels so, 
daß die Projektionsebene senkrecht auf der 
Papierebene steht und die Kante OF zur 
Papierebene parallel ist, so wird das Bild 
ein Rechteck, worin die Seiten OF, OJ 
(Fig. 34) sich wie Seite und Diagonale *^ ^ 

eines Quadrates zu einander verhalten; ^^- **• 

fällt man also FC auf die Gerade, die die Projektionsebene andeutet, 
so ist OC die wirkliche Länge jeder der Projektionen von OF, OG, 
OH, wenn OF gleich der Achsenlänge OF oder 06 oder OH des 

„Dreibeins" ist. — 

Anmerkung. Die Hauptaufgaben der senkrechten Projektion 
des tesseialen Achsenkreuzes (oder des Halbachsenkreuzes, des ,, Dreibeins^ ^) sind 
z. B. in Peschkas darstellender Geometrie und zum Teil in Holzmüllers 
Stereometrie behandelt. Von den im vorliegenden Buche verwendeten Gesichts- 
punkten aus würde die Behandlung dieser Hauptfälle etwa so vor sich gehen: 

I. Gegeben die drei Achsenbildlängen 2c, 2d, 2e. Dieser Fall ist 
hier zweimal (S. 48, S. 49) behandelt, sogar unter der Voraussetzung, daß noch 
die Bichtung eines Achsenbildes vorgeschrieben sei. 

n. Gegeben die Winkel der Achsenbilder (und eine Achsenbild- 
länge). Dieser Fall ist S. 44, 45 erledigt (Fig. 21c). 

(Andere Lösungen [in Weilers „Neuer Behandlung der Parallelprojektionen 
und der Axonometrie", neuerdings in Lorias darstellender Geometrie, Leipzig, 
Teubner] für I. und IL ergeben sich mit Hilfe der Projektion der drei zu einander 
rechtwinkligen Achsen und ihres Ausgangspunktes auf die Bildtafel: Die Pro- 
jektion des letzteren muß [nach dem stereometrischen Satze , daß wenn ein 
Lot, welches auf einer Ebene errichtet ist, auf eine andere Ebene senkrecht pro- 
jiziert wird, die Projektion auf der Schnittgeraden beider Ebenen senkrecht 
steht] der Höhenschnittpunkt des Spurendreiecks werden, d. h. des 
Dreieckes, das die Schnittpunkte der drei Achsen bzw. ihrer Verlängerungen 
mit der Projektionsebene bilden. Da aber die Höhen eines Dreieckes zugleich 
die Winkelhalbierenden im Höhenfußpunktdreieck sind, so ist dieses ein Weis- 
bachsches Dreieck für die Achsenprojektion. Daher folgt aus dem Weisbach • 

4* 
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sehen Satze, daß die Quadrate der Achsenbildlängen oder ihrer Verhält- 
nisse zur Achsenlänge sich wie die Seiten im Höhenfußpunktdreieck 
des Spurendreieckes yerhalten. Diese Folgerung aus dem Weisbach- 
schen Satze wird auch der Schlö milch sehe Satz genannt). 

Die beiden Hauptfälle I., U. sind hier aus gewissen, an den angegebenen 
Stellen ausdrücklich erwähnten praktischen Bedürfnissen aufgenommen worden. 
Dagegen haben die beiden folgenden Hauptfälle Hl., lY. keinen praktischen 
Wert und sollen nur der Vollständigkeit wegen hier Platz finden: 

III. Gegeben zwei Achsenbilder, d. h. zwei Achsenbildlängen 2c, ^d 
und der eingeschlossene Winkel s. Betrachtet man nach Pohlkes Satz 2Cj 2d 
als konjugierte Ellipsendurchmesser, deren Lage zueinander durch den Winkel s 
bestimmt ist, so ergeben sich durch Drehen des einen rechten Winkel nach der 
Del abarschen K^onstruktion die Lagen und Längen der Achsen und damit die 
Brennpunkte, sodann aber durch Drehen der linearen Exzentrizität das dritte 
Achsenbild. — Man kann aber auch das eine von den beiden gegebenen Achsen- 
bildem als gedrehten Brennpunk tabstand auffassen und erhält dann die Brenn- 
punkte der Ellipse; durch sie 
und die Endpunkte des an- 
deren gegebenen Achsenbildes 
sind dann die Achsen auch 
der Länge nach bekannt, und 
nun kann das 
dritte Achsen- 
bild als konju- 
gierter Durch- 
messer zum 
zweiten bestimmt werden. 
IV. Gegeben 



''^ 



T 




Fig. 35. 



zwei Achsenbild- 
längen 2c, 2d und ein nicht einge- 
schlossener Winkel d. Es seien (in 
Fig. 35) OC^c, OD^d konjugierte Halb- 
messer der Ellipse ABA'B\ F, F' ihre 
Brennpunkte, und auf der Nebenachse OB' 
sei 0F= OF abgetragen, so daß nach 
Pohlkes Satz OCDE die senkrechte Pro- 
jektion eines Dreibeins ist. Als gegeben 
sind nun zu betrachten die Punkte 0, (7, 
sowie die Länge von OD und der Winkel 
COE^=&. Dreht man OD um einen rechten 
Winkel in den Quadranten, in welchem C 
liegt, und nennt die neue Lage 0D\ fällt CM und D"K_i_OÄ, CJV und 
D' L _\_0B^ nennt den Schnittpunkt von CM mit D'L G^ den von D' K mit 
CN jBT, so muß nach S. 21, 22 GH durch gehen (sowie 0G= O^und 0H= OB 
sein). Hieraus folgt die Gleichheit der Rechtecke OMCN, OK D'L. Man hat 
also die Aufgabe, ein gegebenes Rechteck (OMCN) in ein anderes mit 
gegebener Diagonalenlänge (OD' = d) zu verwandeln. Die algebraische 
Lösung liegt also auf der Hand: Zwei Strecken zu zeichnen (OJT, OZ»), deren 

Produkt ()/mn, wenn OM mit w, ON mit n bezeichnet wird) und deren 
Quadratsumme (d*) gegeben ist. Eine rein geometrische Lösung ergibt sich so: 
Aus der Gleichheit der Rechtecke folgt auch die Gleichheit ihrer Hälften, näm- 
lich der rechtwinkligen Dreiecke OMN^ OD' L oder D' OK. Denkt man sich 
das letztere in dem Winkelraume D' OA umgewendet, so daß OK auf OD' in 
die Lage OB und die Hypotenuse OD' auf OAm die Lage OP gelangt, so 
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ist P durch die Länge OP = d bestimmt; fällt man RQ _[_0B, so ist 
A OPQ= A 0TB, also auch A OPÖ= A OMN, folglich QM\\ PN. Hier- 
nach hat man folgende einfache Konstruktion: 

An OC=^c trage man ^008=^ (^ und rechtwinklig zum freien Schenkel 
08 die Länge OP = d ab, wobei gleich der ganze Kreis um mit d beschrieben 
werde. Man fälle CM±OP und CN± OS, ziehe MQ \\ PN bis an OS, und 
schneide den Kreis J, der OP als Durchmesser hat, mit der durch Q parallel 
OP gezogenen Geraden. Durch einen Schnittpunkt B (es gibt also zwei ver- 
schiedene Lösungen!) lege man den Radius 02)' des um mit d be- 
schriebenen Kreises, und drehe OD* um herum um einen rechten Winkel in 
die Lage OD. Danach bestimme man durch die von C und D' auf OM, ON 
gefällten Lote das Rechteck CGD'H, trage auf Ofi' OB und 0J5' = OjBT ab, 
beschreibe um B einen Kreisbogen mit OG, der auf OM einen Brennpunkt F 
bestimmt, und endlich um einen Bogen mit OF, der OS in E trifft. 00 DE 
(oder OCD^Ei) ist das verlangte Bild. — Unterscheidet man die Bezeichnungen 
für die zweite Lösung von denen für die erste durch den Index 1, so folgt aus 
der Kongruenz der Dreiecke OPB, POB^, daß <^BOD' \m^^BOD[ Kom- 
plementwinkel sind, daß also D, D^ die Symmetriepunkte von D[, D' für die 
Nebenachse (oder bei entgegengesetzter Drehung für die Hauptachse) der Ellipsen 
sind, denen OG, OD bzw. OC, OD^ als konjugierte Halbmesser angehören. 
Da übrigens die Gleichheit der Rechtecke OMCN, OKD'L erfordert, daß D' 
mit C auf einer rechtwinkligen Hyperbel Hegt, deren Asymptoten die Ellipsen - 
achsen sind, und wegen der Gleichheit der Dreiecke OMN, OKL die Linien 
MN, KL Tangenten einer anderen rechtwinkligen Hyperbel sind, die dieselben 
Asymptoten wie die vorige hat, aber durch die Mitte von OC geht, so kommt 
die hier gelöste Aufgabe auch mit einer der folgenden überein: Die Schnittpunkte 
einer durch die Asymptoten und einen Peripheriepunkt bestimmten rechtwinkligen 
Hyperbel mit einem konzentrischen Kreise zu suchen, oder: an eine durch die 
Asymptoten und einen Peripheriepunkt bestimmte Hyperbel eine Tangente zu 
legen, auf welcher die Asymptoten einen Abschnitt von gegebener Länge be- 
grenzen. Und schließlich ist die Aufgabe IV mit der folgenden Ellipsenaufgabe 
identisch : eine EUipse aus einem Durchmesser, seinen Winkeln mit einer Achse 
und der Länge des konjugierten Durchmessers zu zeichnen. 

§ 10. Herstellung von Nebenkreisbildern. 

1. Parallel einem Hauptkreise K oder senkrecht zu einem 
Kugeldurchmesser PP' einen Neben- 
kreis tl zu zeichnen mit gegebenem 
Lotabstande d oder mit gegebenem 
Mittelpunkte K (Fig. 36). Im Neben- 
kreise CD CD' mit dem Mittelpunkte K 
sei CC der Durchmesser || S5 (also auch 
II AA'), DD' der dazu senkrechte Durch- 
messer. Also muß das Bild DD' (von 

DD') J_AA' und CC sein. K befindet 
sich auf der Polachse PP' des Haupt- 
kreises ABA'. DKD' und POP' sind 
samt dem zu AA' senkrechten Durch- 
messer RR' von R in einer zur Bild- Fig. 36. 
ebene S5 senkrechten Ebene gelegen. DD' liegt daher auf RR'. 
Dreht man RPDBR'D' um RR' in die Ebene R(||a5), so kommen die 
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Bilder von B, D, D', P auf Loten zu RR' nach 91 in die Lagen (B), 
(D), (D'), (P), wobei 0(B) und (D)(D') _L 0(P) sein mfissenv da im 
Räume OB und DKD'J_OP sind. Das Bild K von K aber gelangt 
auf der zu OR senkrechten Bahn K(K) nach (K) auf 0(P), und zwar 
muß dabei (K)(D) = (K)(D') sein, weil KD »KD' (ebenso wie KD 
= KD') ist. Nun ist 0(K) der Lotabstand des Nebenkreises vom 
Hauptkreise in wirklicher öröße. Hieraus ergibt sich folgendes Ver- 
fahren: man lege in bekannter Weise die Polachse OP um (§ 8). 
Auf 0(P) trage man 0(K) = d ab, ziehe in SR die Sehne 
(D)(K)(D') ± 0(P), und (K)K, (D)D, (D')D'J. OR. K ist der Mittel- 
punkt, D, D' sind die Nebenscheitel des elliptischen Neben- 
kreisbildes. Die Hauptscheitel C, C liegen also auf K(K); 
und da Haupt- und Nebenkreis parallel sind, ihre Bilder also ähn- 
liche Ellipsen in ähnlicher Lage sein müssen, so ist z. B. DC || BA; 
oder da (D)(K)(D') das Bild des umgelegten Nebenkreises, daher 
(K)(D) = (K)(D') der Radius des Nebenkreises ist, so muß 
auch KC = KC'=(K)(D) sein. Diesen Umstand wird man 
namentlich dann zur Konstruktion von C und C benutzen, wenn 
<^BAO klein ist, also DC || BA auf (K)K einen unsicheren Schnitt 
punkt gibt. 

Der in Fig. 36 gezeichnete Nebenkreis besitzt einen vorderen 
Bogen TCOC'U und einen rückwärts liegenden UD'T. Das Neben- 
kreisbild berührt demgemäß den Rand SR in T und U. Zur genauen 
Konstruktion dieser Punkte fuhrt folgende Überlegung: die Neben- 
kreisebene tl trifft RR' in einem Punkte L (der Fall, daß sie || 91 
liegt, ist in 5. besonders behandelt). L (als Punkt von RR')> T, U 
gehören der Randebene R und nach Voraussetzung auch der Ebene H 
an. Daher ist TLU, folglich auch TLU eine Gerade. Nach Aus- 
führung der vorhin benutzten Drehung der Kugel um RR' sind aber H 
und tl, mithin auch ihre Schnittgerade TLU _LS3 (Bildtafel), fo^lich 
dann das Bild von TLU ein Punkt, nämlich der Schnittpunkt der 
Bilder RR', (D)(D') der gedrehten Ebenen. Dieser Punkt mag L 
heißen, ist aber zugleich das Bild von T und von U nach der 
Drehung. Wird jetzt diese Drehung rückgängig gemacht, so wandern T 
und ü auf dem in L J_ RR' errichteten Lote in entgegengesetzten 
Richtungen nach 9fi. Daher sind T, U die Schnittpunkte von SR mit 
der Parallele durch L zu AA' oder zu CC. 

Ist K gegeben, so hat man auf 0(P) durch das Lot K(K) _L OP 
den Punkt (K) und verfährt dann weiter wie vorhin. — 

2. Parallel zum Hauptkreise K einen Nebenkreis in ge- 
gebenem Bogenabstande cp zu zeichnen. 

In Fig. 36 gibt (B)(D) den Bogen BD in wirklicher Größe an. 
Macht man daher nach Uralegung von PB um RR' <^ (B)O(D) = % 
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so erhält man (D)(K)(D') _L 0(P), und nun wie bei 1. die Punkte K, 

3. Parallel zum Hauptkreise K einen Nebenkreis von ge- 
gebenem Radius a' zu zeichnen. 

In Fig. 36 ist (K)(D) die Länge des Radius des Nebenkreises. 
Daher erhält man (D) durch eine Parallele zu 0(P) im Abstände a\ 
und gewinnt dann das Bild des Nebenkreises wie bei 1. und 2. 

4. Diejenigen Nebenkreise Kq Kq mit gegebener Polachse PP' 
zu zeichnen, deren Bilder auf dem Bildrande 91 nur eine Be- 
rührungsstelle haben. 

Wegen der Symmetrie der beiden Berührungsstellen T, U (in 
Fig. 36) zu RR' muß die Berührung des gesuchten Nebenkreisbildes 
in R oder R' stattfinden, dabei TU gleich Null sein, also L auch in R 
(bzw. R') liegen und daher auch mit (D') (bzw. (D)) zusammenfallen. 
Zieht man also R(Ko)(Do) J_ 0(P) (Fig. 37), und (Do)Do und (Ko)Ko 
J_OR, so sind R, Dq die Nebenscheitel, (Kq)Kq die Achse der ge- 
suchten Ellipse, und die Hauptscheitel Cq,Cq findet man wieder durch 
Abtragen von (Kq)(Dq) oder (Kq)R. 





Eine Sehne (D) (D ') JL (P) zwischen (Do)R und (P) bestimmt 
in Fig. 37 das Bild eines vollständig auf der Vorderseite liegenden 
Nebenkreises, vgl. Fig. 38. Ebenso wie die Ellipse Kq in Fig. 37 er- 
gibt sich mittels R' das Bild eines hinten liegenden Nebenkreises, 
das den Rand in R' berührt; auch gibt es Bilder von anderen Neben- 
kreisen, die ohne Berührungsstelle ganz auf der Rückseite um P 
herum liegen, vgl. Fig. 38. 

Die Brennpunkte des Bildes jedes zu K parallelen Neben- 
kreises liegen mit den Brennpunkten F, F' von ^ und mit 
den Polbildern P, P' auf einem Kreise. 

Daß OF - OP ist, ist bereits bewiesen worden (§ 8). In Fig. 36 
sei G ein Brennpunkt der Ellipse CD CD', und die lineare Ex- 
zentrizität KG werde e' genannt, OK aber mit Ä und OA wie bis- 
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her mit a bezeichnet; für die Halbachse KC = (K)(D) wurde bereits 
in 3. die Abkürzung a' gebraucht. Man erinnere sich (§ 1, § 8), 
daß B(B) = e =* OF die lineare Exzentrizität des Hauptkreisbildes 
ist. Nun ist A K(K)0 '^ OB(B), weil diese Dreiecke einen rechten 
Winkel haben und die Schenkel von '^KO(K) auf denen von 
<^ B(B)0 senkrecht stehen; folglich ist e:a^k:d] aber wegen 
der Ähnlichkeit der Ellipsen auch e' :a ^ e:a, folglich e':a' = Ä:rf, 
daher A OKG ~ A 0(K)(D), also auch Oö : 0(D) = KG:(K)(D) 
- 6':a'= e:a, und da 0(D) selbst = a ist, OG = e = OF - OP. 

Aus der Kongruenz der Dreiecke OR(Kq), 0(P)P in Fig. 37 
folgt^ daß 0(Ko) = OP ist; daher liegt (K^) auf dem Brennpunkt- 
kreise PFP'j fällt also mit einem Brennpunkte 6q der Ellipse 
CqDqC^R zusammen. Aus denjenigen zu (P)(P') senkrechten 
Sehnen von 9ft also, die den Brennpunktkreis berühren, er- 
hält man durch Zurückdrehen die Nebenkreisbilder Äq, Ä^, 
die 9i an derselben Stelle (R bzw. R') doppelt berühren, „hyperos- 
kulieren". 

Die Polbilder P,P' erscheinen hierbei als die Grenzlagen der immer 
kleiner werdenden Nebenkreisbilder, indem z. B. die Sehne (D)(D') 
in Fig. 38 mehr und mehr dem Punkte (P) genähert wird. Daher 
kann man die Polbilder auch als die Nullellipsen des Systems 
der Nebenkreisbilder bezeichnen. Die Grenzellipsen in Fig. 37 haben 
mit dem Kreise 9i bei R bzw. R' eine Berührung höherer Art 
(„Hyperoskulation"; ?R ist der „ Krümmungskreis '^ der Grenzellipsen 
im Punkte R bzw. R'). 

Wird in Fig. 36 (D')D' bis [D'] auf 9t verlängert, so daß also 
(D')D = [D']D' ist, und der Radius 0[D'] gezogen, sowie [D'J mit (D) 
verbunden, dann ist der Schnittpunkt H von [D'](D) mit CC die 
Mitte von [D'](D), weil CC die MittelparaUele von D(D) und DXDO 
ist. Folglich sind die Dreiecke OH(D), OH[D'] rechtwinklig, weil 
0[D'] = 0(D) ist. Aber ^[D'jO(D) ist als Zentriwinkel 2 mal so 
groß wie der Peripherie winkel [D 'j (D ') (D), und dieser ist gleich ^ P (P) 
(spitze Winkel, deren Schenkel paarweise aufeinander senkrecht stehen.) 
Also ist <^[D'jOH = ^ (D)OH==^PO(P), folglich A [D'J OH 
^ (D)OG ^ PO(P), daher HO - PO. Da aber auch schon GO = PO 
ist und G und H auf derselben Seite von OP, beide auf CC liegen, 
so fällt H mit G zusammen; das heißt: A OG(D) ist ^ OP(P), G(D) 
also berührt den Brennpunktkreis in G. Für die Bilder 
der zur Polachse PP' gehörenden Nebenkreise erhält man 
also die Punkte G,(D) einfach durch Drehung des Drei ecksO(B)F 
um den Punkt in der Bildebene. 

Verlängert man auch (D) D bis [D] auf dem Rande, so berührt (D ') [D] 
den Brennpunktkreis' im anderen Brennpunkte G' der Ellipse CD CD'. 
Da übrigens L der Diagonalpunkt des Kreistrapezes (D)[D'](D')[D] 
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ist, so folgt, daß sich (D)[D'], [D](D') auf RR' in dem zu L zu- 
geordneten 4. harmonischen Punkte Q von R, R', L treffen, daß daher 
auch die Tangenten an SR in T und ü durch diesen Punkt Q gehen; 
also liegen die Nebenscheitel des Nebenkreisbildes harmonisch 
zu dem Schnittpunkte L der Berührungssehne TU mit der 
Zentrale OK und dem Pole Q der Berührungssehne für 9i. 
Dies gilt, wie man leicht sieht, auch noch dann, wenn die Berührungs- 
punkte T, ü selbst nicht vorhanden (imaginär) sind. 

Verlängert man in Fig. 36 OG bis H auf m und fällt HJ_LOR, 
so ist wegen der Gleichheit der Winkel GOK, (D)O(K) Bogen R(P) 

= H(D) = Hp^ und OJH^O(K)(p), also OJ = 0(K) und JH = 
(K)(D) = KC, folglich CH||OR, in Übereinstimmung mit einem all- 
gemeineren Satze (vgl. Drehung eines Kugelkreises, Fig. 40). Man 
kann daher, wenn 91 und CKC gegeben sind, D und D' so finden: 
man ziehe CH||OK bis an 9i, HO schneidet CK in G, der Kreis um 
G mit CK triflFt OK in D, D'; oder man fäUe HJ_L0K, dann gibt 
ein Kreisbogen um mit OJ auf CK den Punkt (K), 0(K) auf 9i 
den Punkt (P), und durch Abtragen der Sehnen H(D) und H[D'] = R(P) 
findet man (D), [D'], hiermit D, D'. — Aus gleichen Gründen ist in 
dem in Fig. 37 dargestellten Sonderfalle Co(P) = ||KoP. 

5. Ein zum Randkreis R paralleler Nebenkreis projiziert 
sich als Kreis in gleicher Große um 0. Ist DD' 
ein Durchmesser des Nebenkreises, RR' der Durch- 
messer von R, der mit DD' in derselben Lotebene zuB 
(oder 58) liegt, so fäUt im Bilde (Fig. 39) DD' auf 
RR'. Wendet man den Halbkreis R D D' R' um R R' um 
einen rechten Winkel, so wandern die Projektionen 
D,D' und K der Punkte D, D' und des Nebenkreis- 
mittelpunktes K auf Loten, und zwar D, D' bis 
zum Rande 9ft nach (D), (D'). Hierdurch hat man 

den Lotabstand 0(K) = t? und den Bogenabstand R(D) des Neben- 
kreises von dem Randkreise; der Radius ist (K)(D) — OD. Ist nun 
<^ RO(D) = (f oder 0(K) = d gegeben, so erhält man (bei beliebiger 
Wahl der Richtung von OR oder 0(K)) durch Abtragen von (p bzw. d 
den Punkt (D) bzw. (K), und dann leicht das Nebenkreisbild. Ist 

statt des Bogens RD der Polabstand »ID (in Winkelmaß ST = (90<> — (p)) 
gegeben, so trägt man ihn von dem Bilde (M) des umgelegten 
Poles M des Randkreises R aus ab (<^ (M) (D) = ST) und erhält 
dadurch wieder (D). 

6. Das Bild eines Nebenkreises aus der Projektion K 
seines Mittelpunktes und seinem Radius a' oder seinem 
Neigungswinkel v gegen die Bildebene S5 (oder gegen den 
Randkreis R) zu zeichnen. 
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In Fig. 36 ist (K)(D) « a\ (D)(DO = 2a\ ^ OL(K) = v, AUe 
Sehnen von der Länge 2a' in $R umhüllen einen konzentrischen KJreis, 
dessen Radius d man durch Eintragen von 2a als Sehne in beliebiger 
Lage findet. Dann ist (K) bestimmt durch K(K) J_ OK und den 
Ereis um mit d, usw. Ist v statt a gegeben, dann kann sofort 
A OK(K) gezeichnet werden, weil auch -^ KO(K) = 90^ — v bekannt 
ist. — Die Bilder der Pole des Nebenkreises ergeben sich mit 
Hilfe der Linie 0(K)(P)(P'), indem man von (P) und (P') die Lote 
auf OK fällt. 

Über die Herstellung des Nebenkreisbildes aus einem 
beliebigen Punkte und der Berührungssehne TU vgl. § 12, 2^ 
7. Drehung eines Nebenkreises um einen Randkreis- 
durchmesser Fig. 36, Fig. 40. 

In Fig. 36 war RR' die Projektion der (verlängert gedachten) 
Polachse PP' des Nebenkreises tl auf den Randkreis B. Dreht man 
die Kugel um RR', so bewegt sich jeder Punkt auf einem Kreise, der 
seinen Mittelpunkt auf RR' hat, dessen Ebene auf RR' lotrecht ist, 
und der in der Bildebene S5 als Sehne von SU erscheint, die J_RR' 

(jy) d; R nyi ist. So bewegt sich D auf 

^^ der Sehne (D) [D], D ' auf 

der Sehne (D')[D']; jeder 
andere Punkt des Neben- 
kreisbildes auf einer zwi- 
schen diesen beiden lie- 
genden Sehne. Hieraus 
aber folgt, daß bei der 
(w) Drehung beständig die 
Sehnen (D)[D], (D')[D'] 
Tangenten des Neben- 
kreisbildes sind. In irgend 
einer Lage sei Rieses 
mit 9?i, der Nebenkreis 
selbst entsprechend mit Hi, und irgend ein Punkt ebenso wie in der 
Lage CDC'D', nur durch den Index 1 unterschieden, bezeichnet. 
Dann ist also D^D^ stets die Berührungssehne von 91^ mit den beiden 
Tangenten (D)[D], (D')[D']; und da immer dieselben Punkte des 
Nebenkreises tl die projizierenden Ebenen dieser Sehnen berühren, 
eine Gerade sich als Gerade projiziert und DD' durch L auf RR' geht, so 
müssen auch stets D^, \)[ mit L in gerader Linie liegen, nur daß D^, 
Dj nicht mehr die Nebenscheitel des Nebenkreisbildes SKj sind.^) Da 
aber die Berührungspunkte paralleler Tangenten Endpunkte eines 




OD) 



Fig. 40. 



1) Die Raumfigur zeigt, daß auch die gemeinsame Sehne zweier Bilder 
von ^ stets durch L geht. 



DrehuDg eincB Nebenkreises. 59 

Durchmessers sind, so ist D^Dj die Verbindungslinie von L 
ipit K^. 

Der Mittelpunkt K bewegt sich auf einem Kreise mit dem 
Radius K(K); sein Bild K^ auf CG' zwischen (K) und dem Gegen- 
punkte [K] von (K) für den Punkt K (vgl. Fig. 40); das Polbild P 
bewegt sich auf (P)P und seiner Verlängerung P[P], während L an 
seiner Stelle bleibt als Bild eines Punktes der Drehungsachse. In 
irgend einer Lage des Nebenkreises während der Drehung seien nun 
H, H' die beiden Brennpunkte, V, V die Hauptscheitel, W, W die 
Nebenscheitel. Da die Hauptachse des Ereisbildes stets gleich dem 
Kreisdurchmesser selbst ist, so ist K^V = KiV'= KG = KG', und auf 
Grund des Brennpunktsatzes S. 56 OH — OPj. Der Winkel aber, 
den die Hauptachse des Nebenkreisbildes mit dem Brenn- 
strahl nach dem Bilde des Kugelmittelpunktes bildet, ist 
gleich dem sphärischen Abstände (p des Nebenkreises von dem 
zu ihm parallelen Hauptkreise, denn aus der in 4. bewiesenen 
Ähnlichkeit der Dreiecke OGK, 0(D)(K) folgt ^OGK = 0(D)(K) 
= (B)O(D) = (f (Fig. 36). Da nun bei der Drehimg (p unverändert 
bleibt, so ist (Fig. 40) ^OHKi = <^OGK, also auch -^HOKi = <^GOK, 
mithin ^HOG«PiOR, folgHch A HOG ~ A P^OP (Überein- 
stimmung in 2 Seiten und dem Zwischen winkel), also <^0 GH recht; 
folglich liegt H auf (D)[D'], ebenso H' auf (D')[D]. Bei der 
Drehung wandern also die Brennpunkte des Nebenkreis- 
bildes auf (D)[D'] und auf (D')[D] hin und her, und zwar 
beide mit gleicher Geschwindigkeit, da aus der Kongruenz 
auch GH = PP^ folgt und entsprechend G'H'== PP^ bewiesen werden 
kann. — Die Berührungssehne XY von 9?^ mit fR geht stets durch L, 
denn XY ist die Schnittgerade von R mit der Ebene von tl, und L 
ist ein Punkt beider Ebenen; dabei ist XY || VV (_L OP^), und die 
Nebenscheitel W, W erhält man vermittels der zu OH senkrechten 
Randsehne (W)(W') durch H, indem man (W)W und (W')W' || VV 
zieht bis an OP^. 

Um das Bild des Nebenkreises nach der Drehung der Kugel 
um einen gegebenen W^inkel 8 aus der Lage CDC'D' zu zeichnen, 
braucht man nur K^ entsprechend zu bestimmen. Klappt man also 
(Fig. 40) den Bahnkreis von K um (K)[K] in die Randebene R nieder, 
so kommt der Drehungs winkel in wirklicher Größe ins Bild; ist 
also Ki[Ki]_LGG' bis an einen Halbkreis über (K)[K] gezeichnet, 
so ist -^ OK[Ki] = 8, und umgekehrt ergibt sich hieraus durch Ab- 
tragen von 8 an KO in K der Punkt [K^], dann K^, und nun die 
übrigen Punkte. 

Ähnlich kann man die Veränderung der Nebenkreisprojektion 
untersuchen, wenn die Kugel um einen beliebigen Durchmesser 
gedreht wird, vgl. § 13, 6. Die sich ergebenden Ellipsensysteme 
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sind besondere Fälle der Systeme solcher Kegelschnitte, die eine 
Kurve vierter Ordnung viermal berühren.*) , 

Man zeichne Fig. 40 mit Drehungen von 30® zu 30®, entweder 
indem man mit der besonderen Lage CD CD', oder indem man mit 
einer beliebigen Lage VW VW des Nebenkreisbildes beginnt. 

Man untersuche den geometrischen Ort der Punkte in 
der Kreisfläche H, deren Projektionen der Reihe nach die 
Brennpunkte der Nebenkreisbilder 31 sind (Ellipse!). 

Besonderer Fall: Drehung um denjenigen Randkreisdurch- 
messer SS', der auf PP' senkrecht ist. Alle Nebenkreisbilder 
liegen dann zwischen zwei von gleich weit abstehenden parallelen 
Sehnen (D)[D] und (D')[D'] von 9i, und ihre Hauptachsen sind Lote 
zwischen diesen Parallelen; die Brennpunkte durchwandern die Rand- 
durchmesser, welche die Endpunkte jener Sehnen verbinden; L ist im 
Unendlichen. Diejenigen Nebenkreisbilder, die mit 91 eine Hyperos- 
kulation haben, ergeben sich, wenn man den zu SS' senkrechten 
Durchmesser RR' zieht, von R (oder R') aus eine Sehne R(H) = der 
Achsenlänge der Nebenkreisbilder in 9i abträgt und (H)H J_RR' fallt. 
Dann sind R, N die Nebenscheitel, wie man durch Umklappen des 
Hauptkreises SMS' (MOM' der zur Bildtafel senkrechte Kugeldurch- 
messer) um SS' in die Randebene R erkennt. — Eines von den Neben- 
kreisbildem ist selbst ein Kreis, nämlich das, welches als Mittel- 
punkt hat; zwei sind geradlinig, nämlich (D)(D') und [D][D']. — 

8. Konstruktion des Nebenkreisbil-des aus den Brenn- 
punkten oder den Scheiteln. 

Jedes Nebenkreisbild kann als Projektion zweier Nebenkreise auf- 
gefaßt werden; z. B. CD CD' in Fig- 36 auch als Projektion eines 
Kreises H; der längs TD'U vom, längs UDT hinten liegt, falls man 
P als hinteren, P' als vorderen Pol betrachtet; ebenso CD CD' in 
Fig. 38 als Bild eines hinten liegenden Nebenkreises. 

Sind die Brennpunkte G, G' gegeben, so hat man (Fig. 36) zu- 
nächst K, dann (D)[D'J JL OG (der Rand 9f{ wird als bekannt vor- 
ausgesetzt), hierdurch D, D' und (K) (Halbkreis über 0(D)). 

Sind die Hauptscheitel C, C gegeben, so erhält man (K) durch den 
Kreis um 0, dessen von 9i begrenzte Tangenten gleich CC sind. 

Sind dagegen die Nebenscheitel D, D' gegeben, so erhält man 
zwei verschiedene Nebenkreisbilder (Projektionen von vier ver- 



1) Derartige EegelBchnittsysteme sind vom Verfasser analytisch behandelt 
worden in dem Buche „Über die Systeme derjenigen Kegelschnitte, die eine 
bizirkulare Kurve 4. Ordnung viermal berühren** (Leipzig 1890, B. G. Teubner), 
sowie in der Programmabhandlung' des Kgl. Gymnasiums zu Leipzig 1897 
[Nr. 560]. Allgemeines darüber in Salmon-Fiedler, analytische Geometrie der 
Kegelschnitte (Leipzig, B. G. Teubner). 



Nebenkreisbilder. Grondkonstruktionen auf der Kugel. 61 

schiedenen Nebenkreisen), je nachdem man wie in Fig. 36 D'(D'),D(D) 
entgegengesetzt, oder wie in Fig. 38 gleichgerichtet zieht. — 

§ 11. Grundaufgahen über die Kugel. 

Der kleinere der beiden Hauptkreisbogen, die 2 gegebene Kugel- 
punkte verbinden, ist bekanntlich die kürzeste Entfernung dieser 
beiden Punkte auf der Kugelfläche. Im Sinne der nichteuklidischen 
Geometrie ist also dieser Bogen die „gerade" Verbindungsstrecke 
der Punkte; die Hauptkreisbogen sind also die „Geraden" der Kugel- 
fläche. Die Strecken auf ihnen sind in Bogenmaß (Bogengrad) an- 
zugeben. Zu einer Kugelgeraden gibt es keine Parallele, da jeder 
Hauptkreis jeden anderen in zwei Gegenpunkten schneidet. 

Den einfachen Grundaufgaben der Planimetrie entsprechen die 
Grundkonstruktionen auf der Kugelfläche; einige von ihnen sollen in 
diesem Abschnitt in senkrechter Projektion behandelt werden. Die 
Aufgabe, zwei Punkte mit einander zu verbinden, ist schon in § 8,2 
gelöst. 

1) In einem gegebenen Punkte das Lot auf einer ge- 
gebenen „Geraden" zu errichten (d. h. den Hauptkreis zu zeichnen, 
der einen gegebenen Hauptkreis K in einem gegebenen Punkte Q 
rechtwinklig schneidet). Fig. 41: Sind 
P, P' die Pole von K, so muß der ge- 
suchte Kreis P, P' enthalten. Sein Bild 
ist also bestimmt als die Ellipse durch P 
und Q, die den Randkreis 91 als Scheitel- 
kreis hat (§ 6); oder nach § 4 als die 
Ellipse, in der OP und OQ konjugierte 
Halbmesser sind (denn OQ, OP sind auf 
einander senkrecht); oder als die Ellipse, 
die 91 als Scheitelkreis und die Parallele 
zu PP' durch Q als Tangente mit dem 
Berührungspunkt P hat (§ 6), oder durch ^^s- ^i- 
Affinität mittels des Kreises über PP' als Durchmesser. 

Besondere Fälle: Fallt K mit R zusammen, so ist das gesuchte 
Kreisbild der von Q, ausgehende Durchmesser in 9t; ist K _L B, also 
das Bild von K ein Durchmesser in 9t, so ist der dazu senkrechte 
Durchmesser von 91 die Hauptachse des verlangten Kreisbildes und Q 
ein Nebenscheitel. 

2) Von einem gegebenen Punkte K aus auf eine „Gerade" 
das Lot zu fällen (d. h. durch den außerhalb des Hauptkreises K 
gegebenen Kugelpunkt K den Hauptkreis zu zeichnen, der K recht- 
winklig durchsetzt). Fig. 41. Da jeder zu K senkrechte Hauptkreis 
die Pole P, P' von K enthält, so hat man die Ellipse durch P und 
K zu zeichnen, die 9t zum Scheitelkreis hat (§ 6). Der Fußpuükt 
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Q des Lotes KU ergibt sich auf das genaueste als ein Endpunkt des 
zu PP' konjugierten Durchmessers in der Ellipse PKP'. 

3) Eine gegebene „Strecke" zu messen, abzutragen, zu 
vervielfachen, zu halbieren (d. h. auf einem Hauptkreisbilde Ä 
(gj den von zwei gegebenen Punkten Q, R be- 

grenzten Bogen in wirklicher Größe zu zeichnen, 
auf ^ zu einem gegebenen Punkte Q einen 
Punkt R zu bestimmen, so daß der zugehörige 
Bogen QR auf der Kugel eine gegebene Größe 
hat, usw.). Fig. 42. 

Legt man K in die Ebene R um, so erhält 
das Bild des Bogens QR seine wahre Größe 

((^XR); < (Q)O(R) in Grad gemessen (z. B. 

^** ^^' mit dem Maßkreise) gibt dann zugleich die 

Größe von QR in Bogengrad. Soll umgekehrt R so bestimmt werden, 

daß QR = a® ist, so stellt man (Q) (mittels der Parallele zur kleinen 





Fig. 43. 



Ellipsenachse) her, trägt. <^ (Q)O(R) « a<> ab, 

und projiziert (mittels der beiden Scheitelkreise 

(H) der Ellipse) (R) zurück nach R auf die Ellipse. 

Soll z. B. QR verdoppelt oder halbiert werden, 

|A so verdoppelt oder halbiert man (Q)(R) und über- 
trägt die gefundenen Teilungspunkte (D), (H) 
auf die Ellipse. — Ist ß ein Durchmesser von 
9t (K JL R), so kommt nur der kleine Scheitel- 
kreis in Wegfall, alles Übrige bleibt ungeändert. 
Nur muß man sich mit dem Verlaufe der Bogen 
vorsehen. So ist z. B. in Fig. 43 der Bogen QR verdoppelt bis D; 
aber nicht RD, sondern RAD (RA -f AD) ist das Bild des an QR an- 
gesetzten gleichen Bogens RD. 

4) Einen Winkel zu messen, abzutragen, zu verviel- 
fachen, zu halbieren (d. h. den Winkel anzugeben, unter welchem 
zwei Hauptkreise K, £ einander schneiden; durch einen auf K ge- 
gebenen Punkt S einen Hauptkreis £ zu zeichnen, der mit K einen 
gegebenen Winkel einschließt, usw.). [Dualistische Aufgabe zu 3]. 
Fig. 44. 

Die Hauptkreise K, £ schneiden einander in einem Kugeldurch- 
messer SOS'. Es seien P, P' die Pole von K, KOK' der zu SOS' 
konjugierte (rechtwinklige) Durchmesser von K, so ist die Schnitt- 
gerade LOL' jedes durch SS' gelegten Hauptkreises £ mit dem 
Hauptkreise PKP'K' ebenfalls senkrecht SS', und <^ LOK (oder 

Bogen LK) gibt den Neigungswinkel 6 von £ mit K an; denselben 
Winkel bilden die in S oder S' an K und £ gelegten Tangenten oder 
K und £ selbst in S und S' miteinander. 
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Sind Ä und ß gegeben^ so wird man daher zunächst P und P', 
die Polbilder von Ä, herstellen, dann in Ä (vermittels der Scheitel- 
kreise z. B.) den konjugierten Durchmesser KK' von SOS' zeichnen, 
und die. Achsen AA', BB' der Ellipse 
PKP'K' aus den konjugierten Durchmes- 
sern PP', KK' konstruieren. Die Schnitt- 
punkte L, L' dieser Ellipse mit S ergeben 
sich scharf durch Herstellung des zu SS' 
konjugierten Durchmessers in S, z. B. 
mittels der Scheitelkreise. Dreht man jetzt 
den Hauptkreis PKP'K' (nach 3) um seinen 
in R liegenden Durchmesser AA' (AA' 
JLSS') in die Randebene R, und sind 
(L), (K) die Bilder von L, K in der 
neuen Lage (L(L) und K(K) || SO so 
gibt (L) (K) oder ^ (L) (K) den gesuchten 
Neigungswinkel ö von t gegen K an. 

Um das Bild von £ bei gegebenem Neigungswinkel 6 und ge- 
gebener Schnittgeraden SS' zu finden, zeichnet man zunächst wieder 
PP' und KK', dann die Achsen AA', BB' der Ellipse PKP'K', 
K(K) JL AA' oder || SO bis an % trägt ^ (L)O(K) = ö ab, überträgt 
(L) durch die Scheitelkreise auf die Ellipse PKP'K' nach L, und zeichnet 
endlich die Ellipse LSL'S' aus den konjugierten Durchmessern SS ',LL'. 

Um den Winkel ö zu verdoppeln oder zu halbieren, verdoppelt 

oder halbiert man (K)(L), überträgt den Teilimgspunkt (D) bez. (H) 
auf PKP'K', und zeichnet die Ellipse aus den konjugierten Halb- 
messern OS, OD bez. OS, OH. Die zu AA' senkrechten Linien (L)L, 
(H)H, (D)D, mit denen die Randpunkte (L), (H), (D) auf die EUipse 
PKP'K' übertragen werden,, sind Tangenten an die Ellipsen SLS', 
SHS', SDS' in den Punkten L, H, D. Denn z. B. LO ist lotrecht 
zu SO, da ja SS' die Polachse von KPA ist-, also ist in der Ellipse 
SLS'L' OL zu OS konjugiert, also die Tangente in L || OS. OS aber 
ist J_AA', also folgt, daß die Tangente in L _LAA' ist. 

Auch hier gibt es eine Reihe von besonderen Lagen der gege- 
benen und gesuchten Stücke. 

Andere Lösung: Fig. 45. Sind P, P' die Pole von K, QQ' die von 
£, und wieder in Ä KK' der konjugierte Durchmesser von SS', so 
sind die Achsen AA', BB' der Ellipse PKP'K' wie vorhin bestimmt, 
und Q, Q' müssen auf ihr liegen, da der Hauptkreis PKPK_LSS'y 
also auch _L zu jedem durch SS' gelegten Hauptkreis ist, daher auch 
die Pole aller dieser Hauptkreise enthalten muß. 

Dabei geben die supplementären Bogen PQ, P'Q die beiden 
Neigungswinkel von £ gegen K an. Überträgt man also P, P' und 
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Q durch Drehung um AA' auf den Rand (vermittels der Scheitel- 
kreise von PKP'K'), so geben (P)(Q), (fj(Q) die wirklichen Größen 
der Neigungswinkel 6, 180®— <y. Umgekehrt kann man, wenn Ä 

mit SS' und ö gegeben sind, naCh Über- 
tragung von P oder P' den gegebenen 
<^ 6 bis (Q) abtragen, gewinnt durch 
Zurückdrehen Q und hat nun nach § 8, 5 
die Aufgabe, zu Q als Polbild das Haupt- 
kreisbild zu zeichnen. 




5) Zwei „Gerade" zum Schnitte 
zu bringen (d. h. die Schnittpunkte 
zweier z. B. durch ihre Pole gegebenen 
Hauptkreise zu suchen), Fig. 45 (dualisti- 
sche Aufgabe zu der im Anfang dieses 
j,. ^ Paragraphen erwähnten: zwei Punkte 

„geradlinig" zu verbinden). 

Die Hauptkreise K, £ seien durch ihre Pole P, P' bez. 0, Q' ge- 
geben (andernfalls muß man diese Pole erst herstellen). Der Haupt- 
kreis PQP'Q' ist zu K sowohl wie zu £ senkrecht; folglich ist auch 
die Verbindungslinie der gesuchten Schnittpunkte S, S' senkrecht zu 
PQP'Q', also sind S, S' die Pole dieses Hauptkreises. Hieraus ergibt 
sich folgende Lösung: man zeichne die Ellipse PQP'Q' aus den 
Polbildern der mit einander zum Schnitt zu bringenden 
Hauptkreise K, Z^ die Polbilder S, S' des Hauptkreises 
POP'Q' sind die Bilder der Schnittpunkte der beiden Haupt- 
kreise K; t 

Eine andere Lösung erhält man dadurch, daß man die Eugel 
um den in der Randebene R liegenden Durchmesser RR' (_LPP') 
des einen Hauptkreises K dreht, bis K parallel zur Bildebene 93 wird. 
Ist dann [Q] das Bild von Q in der neuen Lage, so ist derjenige 
Randdurchmesser [S][S'], der _L 0[Q] liegt, das Bild der gemeinsamen 
Geraden nach der Drehung, denn nach der Drehung ist der Schenkel 
SO des rechten Winkels SOQ als Gerade der Randebene parallel zur 
Bildtafel, dessen Projektion [S]0[QJ also ebenfalls ein rechter Winkel. 
Dreht man also zurück, so erhält man aus [S][S'] das Bild SS' der 
verlangten Schnittgeraden. Die Drehung wird in der Zeichnung 
mittels der beiden zu RR' senkrechten Kugelkreise durch P und Q 
bewerkstelligt. Klappt man den ersteren zunächst um den zu RR' 
«enkrechten Randkreisdurchmesser UU' um, imd ist P^ (Fig. 45 j die 
Stelle der Randes 9i, auf welche dabei P fällt (PP^ Jl PP'), so ist, 
weil durch die auszuführende Drehung P auf kommt, <^P^OR der 
Drehungswinkel S. Klappt man den andern Kreisschnitt, welcher die 
zu RR' senkrechte Randsehne VNV als Durchmesser hat, um diesen 
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um, wobei Q^ das Bild von Q werde (also QQ^ J_VV' oder || R'R), 
trägt man <^ QjNQi — d in dem umgeklappten Kreis ab, und fällt 
Qi[Q] _L V V, so ist [Q] das Bild von Q nach Ausfülirung der Drehimg. 
Dann gibt [S]0 J_0[Q] den Punkt [S] auf dem BUdraade 9i, und 
[S]Sj_RR' gibt auf Ä den Punkt S (der genau mittels des 
kleinen Scheitelkreises von Ä gefanden wird). 

Diese Konstruktion läßt sich sehr schnell ausführen; natürlich 
muß man bei der Abtragung von d auf die Drehungsrichtung acht- 
geben. Die in der Fig. 45 der Anschaulichkeit wegen angedeuteten 
Radien OP^, NQ^, NQi sind in Wirklichkeit nicht nötig. 

Man zeichne die genaue Figur zu der Aufgabe: durch eine von 
zwei einander schneidenden Geraden eine Ebene (E zu legen, 
die mit der anderen einen gegebenen Winkel bildet (ein- 
schließlich der zur Lösung erforderlichen stereometrischen Hilfskon- 
struktion, nämlich einer beliebigen Normalebene zur ersten Geraden 
und des in dieser Ebene von der zweiten Geraden auf die gesuchte 
Ebene gefällten Lotes), indem man (E als Hauptkreis einer Kugel, die 
zweite Gerade als Durchmesser in (E, die erste als Gerade durch den 
Kugelmittelpunkt betrachtet. 

6. Von einem Punkte aus an einen Kreis die „Tangenten^^ 
zu legen (d.h. durch einen Punkt P der Kugel die Hauptkreise zu 
konstruieren, die einen gegebenen Nebenkreis H berühren).^) Fig. 46. 

Die Polachse von H sei ON, die Hauptscheitel des Bildes 9i von H 
seien XJ, ü' (also üü'J_ON), die Nebenscheitel V, V; die Berührungs- 
punkte der „Tangenten'^ S, T. Spiegelt man It z. B. an der Ebene 
OPS, so hat der Pol (der „sphärische" Mittelpunkt) N' des Spiegel- 
bildes denselben Abstand von P wie N, und von N einen sphärischen 
Abstand, der zweimal so groß ist wie der sphärische Abstand SN. 
Hiemach ergibt sich folgende Konstruktion: Man drehe H samt N 
um den Randdurchmesser RR', dessen Bild auf ON fällt, in die Lage 
(V)(N)(V'), verdopple die Bogen (N)(V), (N)(V') bis (Y), (Y'), und 
drehe (Y)(Y') zurück, wodurch man das Bild des Nebenkreises YZY'Z' 
erhält. Im Hauptkreise PN, der nach § 6 herzustellen ist, sei OQ 
konjugierter Halbmesser zu OP; NW || OQ bis an OP gezogen ist dann 
der Radius des durch N gehenden Kreises mit dem Pole P. Derjenige 
Durchmesser dieses Kreises, dessen Bild auf OP fällt, sei XX'. Denkt 



1) Diese Aufgabe gehört eigentlich zu den zusammengesetzten Aufgaben 
des §12; doch ist sie wegen ihres „nichteuklidischen" Charakters in § 11 unter- 
gebracht. Auch andere, aus der Euklidischen Geometrie der Ebene auf die Kugel 
übertragbare Aufgaben ließen sich hier anreihen, z.B. die Aufgabe 9, §12; denn 
sie entspricht der planimetrischen Aufgabe, den Kreis durch drei gegebene tankte 
zu zeichnen, oder im besonderen Falle den Kreis herzustellen, der durch einen 
gegebenen Punkt geht und eine gegebene Gerade in einem gegebenen Punkte 
berührt. 

O. Bichter, Kreis und Kugel. 5 
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man sich nun OPXX' nm 90** um den Randdurchmesser gedreht, 
dessen Bild auf OP liegt, so wird das Bild jenes Kreises in die Lage 
[X][W][r] gelangen, wobei P[P], X[XJ, X'LX^ und W[W]JL0P 
und [XIIXILXT-LOCP] ist. Hierdurch ist das Bild XNX' dieses 



\X\M 




Ereises bestimmt (Hauptachse = 
[X] [X']). Die Bilder N', N" seiner 
Schnittpunkte mit dem Hilfskreis 
YZYT findet man nach § 12,12; 
dann geben die Hauptkreise NN', 
N N" auf n die Berührungspimkte 
S, T, und endlich sind die Haupt- 
kreise PS, PT die verlangten 
„Tangenten". — 

Ist n J_ 35; also 91 eine Sehne 
DE in 9%, so hat man die Ellipsen- 
aufgabe: eine Ellipse aus einer 
Tangente DE, einem Punkte 
P und dem Scheitelkreise 91 
zu zeichnen. Man beweise mittels 
des Dreiecks PHF' Fig. 2, daß 
der Kreis, der eiuen Brennstrahl 
eines Ellipsenpunktes als Durchmesser hat, den Scheitelkreis berühi-t. 
Also hat man z B. diese Lösung: ist DC_LDE und PC | DE, ist 
ferner J der Mittelpunkt eines Kreises, der 9t berührt und PC als 
Sehne hat, so ist der Schnittpunkt von PJ mit DC ein Brennpunkt 
einer der gesuchten sphärischen Tangenten. Hieraus ergibt sich eine 
2, Lösung im allgemeinen Falle: man drehe die Kugel um 
einen geeigneten Durchmesser (z. B. RR' oder den dazu _L Durch- 
messer von R) so weit, bis H _L 35 geworden ist, und drehe sie 
nach Herstellung der sphärischen Tangenten samt diesen zurück. 

Bemerkung. In einigen der soeben behandelten Aufgabeji und 
vielen der folgenden Konstruktionen sind die Achsen einer Ellipse zu 
zeichnen, von welcher zwei konjugierte Durchmesser und der Scheitel- 
kreis bekannt sind. Einige einfache Lösungen dieser Aufgabe sind 
am Ende des § 6 (vgl. Fig. 20) zusammengestellt. 



Fi«. 46. 



7. In eine Kugel an eine Sehne AB = c ein ebenes Sehnen- 
polygon von gegebener Gestalt zu zeichnen. 

a) ein Dreieck ABC von gegebener Gestalt. Sind a, ß die 
Winkel an derjenigen Seite des gegebenen Dreiecks, die der Kugelsehne c 
entsprechen soll, so zeichne man das Dreieck (A) (B) S^ aus ^ (A) = a, 
^ (B) « /3 an die umgelegte Sehne (A)(B); umgelegt wird natürlich 
um den Kugeldurchmesser RR', welcher parallel der Hauptachse RR' 
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der durch A, B nach § 6 bestimmten Ellipse geht, s. Fig. 47. Nach 
der Drehung befindet sich die Spitze (C) des Sehnendreiecks ABC in 
der Ebene durch Si_L(A)(B); fällt man also im Bilde Si(G)_L(A)(B), 
so liegt (C) auf diesem Lote, um 
(C) zu bestimmen, klappe man den 
Nebenkreis NN', in welchem jene 
Lotebene die Kugel durchschneidet, 
um den Durchmesser NN'|| der Bild- 
ebene 83 um. Im Bilde also errichte 
man den Halbkreis N[C]N', trage 
(G)[C] = (G)Si ab und fälle, indem 
man den Nebenkreis zurückdreht, 
[C](C)_LSiN'; nun ist (A)(C)(B) 
das Bild des Dreieckes. Aber es 
ist jetzt noch um die Achse R R' 
zurückzudrehen. Der Drehungs- 
winkel d ergibt sich z. B., indem man 
OS(S) J_RR' zieht bis % wobei S 
den einen Nebenscheitel der Ellipse Fig. 47. 

RABR' bedeutet, und SQ || RR' auch bis an den Bildumriß 9i 
zeichnet; <^(S)OQ ist« d. Schneidet man nun die Kugel durch die 
Ebene (C)HH'_LRR' und legt den in ihr liegenden Nebenkreis um 
den zu 35 parallelen Durchmesser HJH' um, so gelangt (C) entweder 
nach U oder nach U' auf U(C)Ü'J-HH', je nachdem man sich (C) vom 
oder hinten auf der Kugel denkt. Macht man also im Kreise H'UHU' 
(in gleichem Drehungssinne, entgegengesetzt der ersten Drehung um 
RR') ^ VJU » ^ V'J ü' « (J, und fällt VC, VC J_ HH', so ist ABC 
oder ABC das Bild des verlangten Dreieckes. 

b) ein Rechteck ABEF von gegebenem Seitenverhältnis. 
Hier hat man zunächst die Länge der anderen Seite d des Rechteckes 
festzustellen, und dann (B)[E] == d von (B) aus in den Halbkreis 
(B)[E]L einzutragen, dessen Durchmesser (B)L _i (A)(B) als Sehne 
in 9i gezeichnet ist. Das von [E] auf (B)L gefällte Lot triflPt dann die 
in (A), (B) auf (A)(B) errichteten Lote in (E), (F), so daß (A)(B)(E)(F) 
das Bild des Rechteckes nach der Drehung um RR' ist. Mit. Hilfe 
des Halbkreises über der Sehne KM(E)K'J RR' in 9i ergeben sich 
durch Zurückdrehen um die Achse RR' um den Winkel d wiederum 
zwei Lösungen ABEF, ABE'F'. (In Fig. 47 ist diese Konstruktion 
für das eine Rechteck ABEF teilweise ausgeführt: (E)Y || RR', 
< TMX = d, XE II RR'). 

c) ein regelmäßiges Fünfeck ABCDE. Li Fig. 48 ist zur 
Abwechslung A vom, B hinten angenommen. Die Drehung um RR' 
gibt wieder die wahre Länge (A)(B) der Sehne AB, parallel 33; daran 
kann das regelmäßige Fünfeck ( A) (B) [X] [Y] [Z] gezeichnet werden. 
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0[Y] geht durch die Mitte (G) von (A)(B). (D) ist in der zu 85 senk- 
rechten Ebene durch 0[Y] enthalten. Trägt man also (G)W = (G)[Y] 
ab, so daß W auf 3i liegt, und fällt das Lot W(D) JLO[Y], so ist 

(D) eine Ecke des Fünfeckes in der gedrehten Lage (A)(B)(C)(D)(E). 

(C) und (E) dagegen liegen auf den Loten von [X] und [Z] JL (A)(B) 
und auf einem Lote zu (G)(D), welches diese Linie golden teilt. 

(E) und (C) kann man natürlich auch durch Umlegen finden: wenn 
[Z]M JL(A)(B) 3i in J und J' trifiFt, und der Kreis um M mit M[Z] 
einen über JJ' errichteten Halbkreis in V, so gibt V(E) _L 0[Y] den 
Punkt (E) auf [Z]M und den Punkt (C) auf dem von [X]_L(A)(B) 
gezogenen Lote. Übrigens muss (A)(B)(C)(D)(E) dem elliptischen 

Bilde des Nebenkreises einbeschrie- 
ben sein, in welchem die Ebene des 
Fünfeckes die Kugel schneidet. 
Trifft (G)W SR noch in W, so ist 
WW der senkrecht zu 95 gelegte 
Mebenkreis, also gibt das Lot 
W'U_LO[Y] den Nebenscheitel U, 
während der andere (D) ist; die 
Hauptscheitel erhält man, indem 
man das Mittellot vonU(D) beider- 
seits gleich »^ WW macht. — Durch 
Zurückdrehen um RR' ergibt sich 
endlich ABC DE, und zwar in 
zwei verschiedenen Lagen ABC DE, 
ABCjD.Ei, je nachdem (C),(D),(E) 
vom oder hinten liegend gedächt 
wurden. Der Drehungs wink elQO(S) 
ist wie in Fig. 47 mit Hilfe 
eines Nebenscheitels S der Ellipse 
RABR' durch die Linien &Q RR', 
OS(S) JLRR' gefunden; die Drehung der einzelnen Punkte (C), (E), 

(D) ist ausgeführt mittels der zu RR' senkrechten Kugelschnitte durch 
(C), (E), (D), welche um ihre in R liegenden Durchmesser HIH', 
KLK', NPN' in die Randebene R umgelegt wurden (I, L, P auf RR' 
sind die Mittelpunkte dieser Kugelschnitte). Wenn nach der ümlegung 
im Bude (C)X, (E)Y, (D)Z || RR' bis an die Halbkreise über XX', 
KK', NN' gezogen, die Winkel XIT oder XIT„ YLU oder YLU^, 
ZPF oder ZPF^ gleich dem Drehungs winkel gemacht und dann TC 
oder TjCi, ÜE oder U^Ei, FD oder F^D, bis an XX', KK', NN' 
parallel RR' gezogen werden, müssen C, D, E oder C^, Dj, E^ die 
Bilder der nicht gegebenen Fünfecksecken in der gewünschten Lage 
sein. In der durch Fig. 48 dargestellten Raumfigur sind A, D, E 
und El vorn, dagegen B, C und Cj, Dj hinten gelegen. 
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§ 13. Zusammengesetzte Aufgaben. 

la) Gegeben ist das Bild CDC'D' eines Nebenkreises 
und die Projektion des Kugelmittelpunktes; gesucht der 
Umriß 9ft und das Polbild P. (Vgl. Fig. 36; man beachte, daß hier 
(D)(D') il 0(B) II B'F II D'G und (K)(D) = (KKüO = KC = KC ist; 
muß auf der Nebenachse DD' liegen, G ist ein Brennpunkt der 
Ellipse CDC'D'.) 

Man ziehe 0(K)_LD'G bis aji CC, und (K)(D) « KC parallel 
D'G; dann ist (D) ein Punkt des Umrisses. Zeichnet man diesen, so 
ergeben sich die Berühnmgspunkte T, U [wenn sie reell sind] durch 
das Lot auf OD in dem Schnittpunkte L von OD mit (K)(D). 

(Hiermit ist zugleich die Kegelschnittaufgabe gelöst: Von einem 
Punkte der Nebenachse an eine Ellipse die Normalen (OT, 
OU) zu legen.) 

Ib) Gegeben wieder CDC'D' und der Kugelradius a; ge- 
sucht und P. (Man denke sich das A 0(K)(D) der Fig. 36 
beliebig längs KC und D(D) verschoben, z. B. bis (K) mit K 
zusammenfällt.) Man trage auf der Nebenscheiteltangente in D 
DJ =» KG ab (oder ziehe den Kreis mit KC um K, der sie in J 
treffen wird), errichte auf KJ in K das Lot, bringe es zum Schnitt 
0' mit dem Kreis um J vom Radius a und fälle O'O _L DD'. ist 
der Kugelmittelpunkt, der Kreis um mit a ist der Umriß. 

Ic) Gegeben CDC'D' und das Polbild P; gesucht und 
der Kugelbildumriß. (Man denke sich in Fig. 36 (P)PO(K)(D) 
längs (P)P verschoben, bis (P) nach P kommt.) Man zeichne PQ _L D'G 
bis an CC, ziehe QH || D'G und mache es = KC; das Mittellot von 
PH treffe PQ in 0', so gibt O'OJLPD 
den Mittelpunkt 0. Der Kreis um 
mit O'H ist der Umriß. Dabei ist 
HD II CC. 

2. Den geometrischen Ort der 
Mittelpunkte der Nebenkreise zu 
finden, die eine gemeinsame Sehne 
CD haben. Dieser Ort ist der Kreis 
in der MitteUotebene von CD, welcher 
das von auf CD gefällte Lot OE(EC 
= ED) als Durchmesser hat; Fig. 49. 
Zunächst ist der Hauptkreis durch C 
und D bestimmt, sein elliptisches Bild 
nach § 6; aus den Achsen dieser 
Ellipse ergeben sich die Endpunkte 
P, P' des Hauptkreisdiu'chmessers OE 
und die des konjugierten, also zu CD parallelen Durchmessers QQ'. 
Das Bild des zu P als Pol gehörenden Hauptkreises K wird nach 
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§8,6 gezeichnet (es enthält QQ'), ebenso nach §8,4 der in ihm zu 
QQ' zugeordnete Durchmesser 66'. Der Hauptkreis PGP'G', der ]§ 
beißen mag, ist im Bilde durch die konjugierten Durchmesser PP', 
66' oder durch die Pole Q, Q' bestimmt, in ihm liegt der gesuchte 
geometrische Ort Bl. Daher müssen ihre Bilder, die Ellipsen §,3K, 
ähnlich sein und liegen. Zieht man also EH || P6 und OH || P'6, 
und durch die Mitte J von OE die Strecke HJH' so, daß H'J = JH 
ist, dann wird HH' || 66' liegen und HH', OE werden konjugierte 
Durchmesser von 9Ji sein. In Fig. 49 sind noch die Bilder eines 
beliebigen Nebenkreises VCV'D und des zu OE senkrechten Neben- 
kreises WCW'D eingezeichnet. Das Bild WC WD erhält man sofort 
nach § 10,1 oder indem man die Schnittpunkte W, W der durch 
E II 66' gezogenen 6eraden mit ^ sucht, wodurch man die kon- 
jugierten Durchmesser CD, WW Jiat. Das Bild eines beliebigen, 
durch CD gehenden Nebenkreises ergibt sich z.B. durch Annahme 
seines Mittelpunktes K auf VX] denn dann muß OK seine Polachse 
sein. Sucht man also die auf OK und zugleich auf ^ liegenden Pol- 
bilder S, S' des Nebenkreises, so ist sein Bild nach § 10, i zu bestimmen. 

Um durch CD einen Nebenkreis von gegebenem Neigungs- 
winkel gegen K zu legen, kann man die Kugel um die zur Bild- 
ebene 35 parallele Achse AA', deren Bild die Achse AA' der Ellipse ^ 
ist, drehen, bis Q mit dem Rande R, also ^ mit 9i zusammenfällt. 
P, P' kommen dann durch Lote _L AA' nach (P), (P') auf 91; C, D, 
E auf einen Punkt (E) von (P)(P') vermittels des Lotes E(E) J_AA' 
(denn der Kreis PCP'D ist _L^), J nach (J) auf (P)(P') ebenfalls 
längs J(J) _L AA'. In der neuen Lage ist das Bild von VX der Kreis 
(9Ji) um (J) mit dem Durchmesser (E)0 (durch diese Drehung er- 
klärt sich folgende Konstruktion von W, W: man ziehe in 91 
(W)(E)(W')_LO(E), dann (W)W und (W')W'XAA' bis an die 
Parallele zu 66' durch E. Auch 6, 6'; V, V' und S, S' lassen sich 
mit Hilfe der Drehung zeichnen). In dem Kreise (SD?) zieht man 
nun (E)(K)(V)(V') unter dem gewünschten Neigungswinkel gegen 
den zu 0(E) senkrechten Durchmesser von 9J, welcher mit (ß) iden- 
tisch ist, und dreht darauf (V)(V)(K) unter Benutzung der Scheitel- 
kreise von $ und 3Ji zurück. Die Achse der den gewünschten 
Nebenkreis darstellenden Ellipse CVDV ist natürlich rechtwinklig 
zu SS'; die etwaigen Berührungspunkte mit 9i zeichne man auf die 
früher erörterte Weise (§ 10). Da AA' J_ QQ' (§ 8, ö), liegt (E) 
auf CD. 

Unter den Kugelkreisen durch CD ist einer — er mag $ heißen — , 
der auf der Bildebene 35 senkrecht steht ; sein Bild © ist die auf C D 
liegende Sehne LN in 91, seine Schuittgerade LN mit R, deren Bild 
eben LN ist, ist Durchmesser von $. Auf LN befindet sich auch 
der Durchstoßpunkt Z von CD mit R; dessen Bild Z ergibt sich 
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durch Umlegen von $ um LN (man beachte, daß man in dem über 
LN errichteten Kreis C[C], Dp)]_LLN entgegengesetzt errichten 
muß, wenn C vom und D hinten liegt) auf der Verbindungslinie 
[C][D], nachdem man C[C], D[D] _LLN bis an den Kreis [©] über LN 
als Durchmesser gezeichnet hat. Der Punkt Z ist für die Figur von 
Wert. Denn sind T, U die Schnittpunkte eines beliebigen Kreises 
(E des Büschels mit dem Randkreise R, also T,U die Berührungs- 
punkte der den Kreis (E darstellenden Ellipse (£ mit dem Bildrande 
9i, so muß TU als Schnittgerade der Ebenen (E, R durch Z gehen; 
denn da der Punkt Z der Geraden CD angehört, die doch ganz in (E 
liegt, ist er auch ein Punkt von (E, und überdies auch in R gelegen 
nach Voraussetzung. Hieraus ergibt sich der für die Konstruktion 
(und die interessante Theorie des Ellipsenbüschels durch C, D) wich- 
tige Satz: die Berührungssehnen aller der Ellipsen, welche 
die durch CD gehenden Kugelkreise darstellen, bilden ein 
Strahlbüschel. 

Beispielsweise ist hiemach OZ die Achse der Ellipse PCP'D. 

Man zeichne die Figur für den Fall, daß C, D beide vom, oder 
beide hinten liegen, und beachte dann die von Z an den Randkreis 
R gehenden Tangenten. 

Man zeichne die Figur, wenn C und D imaginär sind, also CD 
eine beliebige die Kugel nicht schneidende Gerade ist. Bei der 
Konstruktion gehe man von dem die Gerade CD enthaltenden Haupt- 
kreise der Kugel, seinem zu CD parallelen und dem zu diesem kon- 
jugierten Durchmesser aus. Der Schnittpunkt des letzteren mit CD 
ist der Punkt E. Das Büschel hat zwei reelle Nullkreise, die Be- 
rührungspunkte R, S der von CD aus an die Kugel gelegten Tan- 
geütialebenen; wobei R, S zugleich die Schnittpunkte von Qt mit der 
Kugel und RS, CD einander zugeordnete „harmonische Polaren'^ 
der Kugel sind. 

Man zeichne außer dem Büschel der zu CD gehörenden Kugel- 
kreise auch das zu RS gehörende Büschel, und beweise (z. B. mittels 
des Sekanten Satzes oder durch stereographische Projektion), daß jeder 
Kreis eines Büschels alle Kreise des anderen rechtwinklig 
schneidet (bipolare rechteckige Einteilung der Kugelfläche). 

Man vergleiche hierzu auch die umgekehrte Aufgabe 12. 

Besondere Fälle: a) Einer der beiden Punkte C,D liegt auf R; 
dann berühren alle Nebenkreisbilder den Kreis 9i in diesem Punkte. 

b) Beide Punkte C, D liegen getrennt auf R. Dann be- 
rühren alle Nebenkreisbilder 9i in C und D, PP' ist der zu CD 
senkrechte Durchmesser von 9ft, und 3Ji erscheint als Strecke EO; 
Fig. 50. Alle Aufgaben über diese Nebenkreise lassen sich lösen 
durch Drehung um PP'; z. B.: Den Nebenkr.eis zu zeichnen. 
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der außer durch C uud D noch durch einen gegebenen Kugel- 
punkt L geht. 

1. Lösung: Der Symmetriepunkt H von L für PP' gehört der 
gesuchten Ellipse ebenfalls an, denn sie ist symmetrisch zu PP' 

(ihre Nebenachse VV liegt auf PP^). 
PP' wird von CH und DL in einem 
Punkte Y, von GL und DH in einem 
Pimkt Z getroffen. Nach einem be- 
kannten Satze über Pol und Polare sind 
die Nebenscheitel W harmonisch zu 
T und Z, aber auch zu E und T, wenn 
CT die der Ellipse und dem Kreise 9i 
gemeinsame Tangente in G ist. Daher 
sind die Strahlen GV, CV als gleich- 
zeitig harmonisch zu den gegebenen 
Strahlenpaaren GE, GT und GY, GZ 
bestimmt (§ 6, 1. I. IL III). Durch 
Drehung um einen rechten Winkel um 
PP' gelangen dann V,V' nach (V^CV) 
auf % wobei (V)(V') durch E geht, 
denn E ändert seine Lage nicht als 
Punkt auf PP'; (V)(V') ist dann das Bild der gedrehten Ellipse, 
(K)(S)(S')0 ist J_(V)(V'); und (K)(V) = (K)(V') ist die Halbachse 
der Ellipse, die nun leicht gezeichnet werden kann. 

2. Lösung: Bei der Drehung um PP' durchläuft L ein Viertel 
eines zu PP' senkrechten Kreises. Ist AB der in R liegende Durch- 
messer dieses Kreises^ N sein Mittelpunkt, und klappt man diesen 
Kreis, um die Bahn von L in wirklicher Größe und Gestalt zu sehen, 
um AB in die Ebene R um, so ist zunächst das umgeklappte Bild 
von L, nämlich [L], auf dem Lote L[L]_LAB, kommt aber durch 
die Drehung um PP' nach {L} derart, daß <^ {L}N[L] recht ist. 
Nun ist also das zurückgeklappte Bild (L) von L nach der Drehung 
der Schnittpunkte von AB mit dem Lote {L}(L) JuAB. Durch (L) 
ist aber dann das Bild (V)(L)E(V')(K) des gedrehten Nebenkreises 
bestimmt, man hat wieder die Achsenlänge (V)(V') und durch Zurück- 
drehen die Nebenscheitel V, V. 

Man bemerke wohl, daß dieses Verfahren auch dann aus- 
führbar bleibt, wenn C, D imaginär sind, also E auf PP' 
außerhalb 9i und T innerhalb 9i liegt. 

c) D liegt auf H unendlich nahe an dem ebenfalls auf R 
befindlichen Punkte C. Die beiden Berührungspunkte jedes Neben- 
kreisbildes sind dann einander unendlich nahe (jedes Nebenkreisbild 
hat das Randkreisbild 9i als Krümmungskreis im Nebenscheitel G); 
Fig. 51. Dreht man die Kugel um den in R liegenden Durchmesser 
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Fig. 51. 



CC um einen rechten Winkel, so wird das Bild eines Nebenkreises 
eine Sehne C(V) von SR mit der Mitte (K), wobei C(K) == (V)(K) 
gleich der Halbachse des Nebenkreisbildes ist Folglich erhält man 
die Hauptscheitel dieser Ellipse, indem man auf K(K) die Strecken 
KU und KÜ'=C(K) abträgt. Hiemach ist (K) ein Brennpunkt 
der Ellipse; und da (K)0_LC(V) ist, 
so ist der geometrische Ort der 
Brennpunkte der Nebenkreisbilder 
der Kreis über CO als Durchmesser. 

Um den Nebenkreis des Bü- 
schels zu finden, der durch einen 
gegebenen Kugelpunkt N geht, suche 
man die um 90® gedrehte Lage (N) ver- 
mittels des Kreises, der die Sehne 
N'NO'N" (_L CC) von SR als Durch- 
messer hat; C(N)(V) ist dann das ge- 
drehte Bild des gesuchten Nebenkreises 
(Fig. 51). 

d) Man zeichne das Bild des Nebenkreisbüschels, das 
durch eine beliebig liegende Kugeltangente bestimmt ist. 
Das Bild der Tangente innerhalb des Randes 91 ist selbst ein Neben- 
kreisbild. Namentlich suche man diejenigen beiden Nebenkreise auf, 
die den Randkreis R der Kugel berühren (durch Bestimmung des 
Schnittpunktes der gegebenen Tangente mit der Ebene des Kreises R, 
vermittels der Umlegung desjenigen Kreises, in welchem die durch 
die gegebene Tangente gehende projizierende Ebene die Kugel trifft). 
Insbesondere sei das Bild der Tangente eine Gerade durch 0, und 
das Bild des Berührungspunktes; 
dann liegen die Brennpunkte der 
Nebenkreisbilder auf zwei gleichen 
Kreisen. 

3. Auf einer gegebenen 
Hauptkreisfläche K in einem 
Punkte C das Lot zu errichten. 
Fig. 52. Ist PP' die Polachse von 
K, so ist das Lot CKK' (wo K, K' 
seine Schnittpunkte mit der Kugel- 
fläche sind) II PP', also im Bilde auch 
CKK'IIPP'. AA', BB' seien die 
Achsen der Ellipse Ä. Man drehe 
den J_ AA' durch C gelegten Nebenkreis H um seinen in R liegenden 
Durchmesser LL' um einen rechten Winkel, so daß sein Bild ein 
Halbkreis (SR) über LL' ist. Die Projektionen von K und K' bewegen 
sich dabei auf den in K und K'JLLL' errichteten Loten nach (K) 




Fig. 52. 
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und (K') bis zu dem umgelegten Halbkreise (SR). Ist E der Mittel- 
punkt dieses Kreises und ED der zu KK' senkrechte Radius, so 
liegt E auf AA' und D auf ABA'B' (D ergibt sich scharf mittels der 
Scheitelkreise von K). Durch die Drehung kommt D auf dem Lote 
zu LL' nach (D) auf (31), und (K)(K') hat E(D) als MitteUot, wie auch 
ED das Mittellot von KK' ist. 

Hieraus folgt diese Konstruktion: man fälle GE J_AA', suche die 
Schnittpunkte L, L' dieses Lotes mit 9i und einen Schnittpunkt D 
mit Ä, ziehe D(D) || AA' bis an den über LL' gezeichneten Halbkreis 
(SR), C(C) II AA' bis an E(D), errichte (K)(K')_LE(D) in (C) bis zu 
(5R), dann geben die Parallelen (K)K, (K')K' zu AA' auf LL' die 
Punkte K, K'. 

Ein anderes Verfahren ist die Drehung um AA', bis fi auf 9fl 
fällt. Dann kommt- D nach L'; C, K und K' auf einen Punkt [C] 
von LL' so, daß E[C] = dem meist direkt (z. B. durch einen Riß) 
gegebenen Abstände d des Punktes C von AA' ist. Errichtet man 
[C]{C}_LLL' bis an (5R), so ist ^ {C}E(K) = dem Winkel *, um 
den die Kugel um AA' gedreht wurde. Dieser <^ d aber ist bekannt, 
z. B. =<^(D)EL' oder =<^(B)OP', wenn B(B)_LPP' bis 9i gezogen 
ist, oder gleich <^ A'B'O, und es ist E(D) || B'A'. Man kann ohne 
Winkelabtragen so verfahren: E(D) || B'A' bis an (91), Kreisbogen 
[C](C) um E mit E[C] bis an E(D), (C)(K)(K')XE(D) oder || 0(P) 
bis an (5R), (K)K und (K')K' || AA' bis an LL'. Dieses Verfahren 
ist besonders dann zu empfehlen, wenn man den Durchschnitt der 
Kugel mit einem auf K senkrecht stehenden Prisma oder 
Zylinder sucht, wobei man den Querschnitt in dem Kreise AR' A' in 
wirklicher Größe und Gestalt zeichnet. — Eine dritte Konstruktion 
ergibt sich durch Drehung um AA', bis K-LR, also ^ zum Durch- 
messer AA' wird. Trägt man EC^ = E[C] = d auf EA' ab und er- 
richtet Ci[K]_LAA' bis (SR), so muß, weil um den <^AO(B) (oder 
(D)EA') = d' gedreht wurde, <^[K1E(K) == <^AO(B) sein, wodurch 
(K) und dann K gefunden wird. (Da * -f- *' = 90«, so ist in Fig. 52 
[K]EX{C}E). 

Ein viertes Verfahren benutzt die Affinität der Ellipse 
PK KT' zu dem Kreise g, der PP' als Durchmesser hat (vgl. § 8, 
Fig. 28. Ist nämlich OG der Halbmesser von K, auf welchem 
C liegt, und dessen Bild OG man nach einer der in § 3 erörterten 
Arten findet, und sind F, F' die Schnittpunkte von 5 ^^ -A.A' 
(also die Brennpunkte von Ä), so ziehe man GH || GF bis an AA', 
und JHJ' II PP' bis an 5, so treffen die durch J, J' parallel FG 
gezogenen Geraden die durch C parallel PP' gelegte Gerade 
in K und K'. 

Ist KJ-R, also Ä ein Durchmesser von 9i, so liegen C und D 
in E auf dieser Geraden AA', und es muß dann irgendwie (z. B. 
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durch einen zweiten Riß) die Entfernung d des Fußpunktes C von 
AA' (oder, was dasselbe ist, von R) gegeben sein. Nach Um- 
legung von XL trägt man dann auf dem Radius E(D) des Halbkreises 
(91) die Strecke E(C) = öf ab und errichtet in (C) das Lot (K)(K'), 
wonach K und K' durch die ParaUelen (K)K, (K')K' auf LL' be- 
stimmt werden. 

4. Auf einem Hauptkreise K längs einer Sehne CD die 
Lotebene zu errichten. Fig. 53. Den zu CD konjugierten Durch- 
messer GG' findet man durch Drehen um den in H liegenden Durch- 
messer AA' von K, dessen Bild also die 
Achse AA' der Ellipse ^ ist. Wird daher 
D(D) und C(C)J_AA' bis an SR gezeichnet 
(wobei (C)(D) und CD einander auf AA' treffen), 
und wird in 91 der Durchmesser (G)(G')Ju 
(C)(D) gezogen, so geben (G)G und (G')G'_L JL\ 
AA' auf dem durch die Mitte H von CD 
gezogenen Durchmesser OH die Endpunkte 
G und G'. (Liegt H nahe an 0, so zeichnet man 
genauer G und G' vermittels des kleinen Scheitel- 
kreises von Ä). Nun wird gemäß § 10, i, der 
in H zu G G' senkrechte Nebenkreis hergestellt. 

5a) Von einem Kugelpunkte Q auf die Ebene eines 
Hauptkreises K das Lot zu fällen. Fig. 54. Das gesuchte Lot 
QT liegt II PF in dem Hauptkreis PQP', wo PP' wieder, die Pol- 
achse von K bedeutet. Nachdem die Achsen des Bildes von PQP' 
nach § 6 bestimmt sind, so ist der zu PP' konjugierte Durchmesser 
SS' das Bild der Schnittgeraden der beiden Kreise; also ist dann 
Q T II P bis an S S' das Bild des gewünschten Lotes. Diese Kon- 
struktion versagt, wenn im Bilde der Punkt Q auf PP' liegt. Man 
dreht dann die Kugel um den Durchmesser 
RR', dessen Bild RR' auf PP' fällt, um 
einen rechten Winkel. Dabei wandert Q 
längs des in Q auf PP' errichteten Lotes 
nach (Q) auf SR; das Bild von. K in der neuen 
Lage ist der Durchmesser (B) (B') J_ (P) in 
SR. Fällt man also (Q) (T) J_ (B) (B'), darauf A| 
(T)T_LPP', so ist QT das Bild des ver- 
langten Lotes. Diese Drehung läßt sich auch ^^ 
im allgemeinen Falle anwenden, nur daß (Q) 
dann nicht auf SR liegt. Sie ist in Fig. 54 aus- 
geführt mit Hilfe des Kugelkreises, der JL R R' 
durch Q geht, dessen Mittelpunkt V daher auf 
RR' liegt, und der um seinen in SR liegenden Durchmesser UU' um- 
geklappt ist. Q[Q] ist J^ÜU' bis an den umgelegten Kreis ge- 
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zeichnet, in diesem {Q}V_L[Q]V und {Q}(Q)_LUÜ' gezogen; 
nun ist (Q) das Bild von Q nach der Drehung, folglieh (Q) (T) A. 
(B)(B') gleich dem Lote von Q auf K. Dann gibt (T)T || AA' 
auf Q T II P P' das Bild T des verlangten Fußpunktes. — Oder man 
benutzt^ falls Q auf PP' liegt^ die Affinität der geradlinigen Ellipse 
PQR'P'R: Ist B derjenige Nebenscheitel von Ä, dessen Urbild B 
auf derselben Seite der Engel liegt wie Q, so ziehe man BF (F 
ein Brennpunkt von ß), dann QJ||BF bis an den Ereis ^ um 
mit Radius OP oder OF, femer JH || PP' bis an die Achse AA' 
von Ä, so gibt H T || B F auf P F den gesuchten Punkt T. 

Die Aufgabe 5.) kann auch vermittels der Drehung um AA' 
gelöst werden. — Eine Probe für die Richtigkeit der Zeichnung 
gewährt stets die affine Verwandtschaft der Ellipse PQSP' 
mit dem Ereise 5, der die Polbilder P,P' und die Brenn- 
punkte F,F von S enthält: zieht man QJ || SF' (oder || SF) bis 
an g, JH II PF bis an AA', so trifft HT || FS (bz. || FS) den 
Durchmesser SS' im Punkte T. 

Zur Lösung der Aufgabe: 

5b.) von einem Eugelpunkte Q auf die Ebene eines be- 
liebigen Nebenkreises H das Lot QTq zu fällen, benutzt 
man am besten die Affinität der Ellipse PQSP' mit dem 
Brennpunktkreise 5- (PP' sei die Polachse von H, SS' der zu 
P P' konjugierte Durchmesser in dem zu H parallelen Hauptkreise K). 
Ist E der Mittelpunkt und Fq ein Brennpunkt von 9i (also F^ ein 
Schnittpunkt des Ereises 5? der um durch P beschrieben ist, mit 
der Achse von 91), so zeichüe man zunächst (z. B. nach § 8, i) 
die zu PP' konjugierte Halbsehne ESq in der Ellipse PQP', dann 
QT^ II PF bis an ESq. Zieht man Q J || SF (wo F den dem Brenn- 
punkt Fq entsprechenden Brennpunkt von Ä bedeutet) bis anfj, J Hq||PP' 
bis an EFq, so muß auch HqTq || F^Sq oder || FS gehen. Hiemach 
kann man T^ ohne Benutzung von Sq und Fq finden, wenn nur 
S und F vorhanden sind. (Ebenso kann man in einem Punkte Tq 
einer Ereisebene H das Lot QQ' errichten). 

6. Durch 2 Eugelpunkte K,Q den Nebenkreis H zu 
zeichnen, der auf einem gegebenen Hauptkreis K senkrecht 
steht. Fällt man nach 5.) KL und QT _LK, so ist LT die Schnitt- 
gerade von H mit K Sucht man demgemäß die Schnittpunkte C, D 
von LT mit Ä (§ 3), so ist nun die Aufgabe auf 4.) zurückgeführt. 

7. Von einem Eugelpunkte Q auf einen Eugeldurch- 
messer DD' das Lot zu fällen. Legt man den Hauptkreis durch 
Q, D und D', und durch dessen Pole P, P' und D D' wieder den Haupt- 
kreis K, so hat man von Q auf K das Lot zu fällen, wie in 5.). 
Andere Lösung durch Drehung: man dreht den durch Q und D be- 
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stimmten Hauptkreis um den in R liegenden Durchmesser AA', bis 
D und Q nach (D) und (Q) auf 81 fallen, zieht dann (Q) (S) _L (D) 
und dreht zurück (Fig. 55). Oder man zeichnet in dem Bilde des 
Hauptkreises Q D D' den zu DD' konjugierten Durchmesser C C, so- 
dann Q S II C C bis an DD'. — Man zeichne 
nun die Figur 32 des § 9. Über die Konstruk- 
tion von F, 6, H ist das Nötige schon Seite 46 
gesagt. Die Lotbilder FC, GD, HE werden 
nach 5a) unter Benutzung der Ellipsen PF, PG, ^| 
PH, welche den Kugelbildrand als Scheitelkreis 
haben, gefunden, die Geraden PLC, PMD', 
P N E' nach 7.). Das Bild des Punktes, wo P 
das Dreieck L M N durchdringt, kann z. B. mit- 
tels der Ebene P D' (oder P C oder P E') 
hergestellt werden: trifft D'O C'E' in D", und PD" die Dreiecks- 
seite PN in M', so gibt MM' auf OP den gewünschten Punkt. 

8.) Das Bild der senkrechten Projektion eines Haupt- 
kreises ^ auf einen anderen Hauptkreis K zu zeichnen, 
Fig. 56. Die Projizierenden sind parallel der Polachse PP' von K- 
SS' sei die Schnittgerade • von ^ und K. Ist VV der zu SS' kon- 
jugierte Durchn^esser von K, und T T' der konjugierte Durchmesser 
zu SS' in Q (also in dem Hauptkreise PVP'V gelegen), und zeichnet 




Fig. 55. 
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man TU und TU' \\ PP' bis an VV, so sind SS', üü' konjugierte 
Durchmesser der gesuchten Ellipse ^i. Diese muß die Ellipse Ä in 
S und S' berühren; zwei gemeinsame Tangenten von § und ^^ 
müssen als äußerste Projizierende im Bilde parallel PP' Tcrlaufen. 

Besonderer Fall: SS' fällt mit AA' zusammen (Fig. 57.) Dann dreht 
man die Kugel um den in R liegenden zu A A' senkrechten Durchmesser 
R R' um einen rechten Winkel. Gelangt dabei ein Nebenscheitel C 
der Ellipse § nach (C), ein Nebenscheitel B der Ellipse Ä nach (B), 
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und faUt man (C)(D) ± (B), und (D) D J_ R R', so ist D ein Neben- 
scheitel des Bildes der Projektion von ^ auf K- Die Hauptscheitel 
sind natürlich A und A'. Ist Q mit K identisch^ so hat man hier- 
nach R(E) und R'(E') ± (B) zu fällen, und (E)E und (E^E^J. RR', 
dann sind E und E' die Nebenscheitel des Bildes AE A'E' der Pro- 
jektion des Randkreises H auf den Hauptkreis K Bei dieser 
Gelegenheit mag darauf hingewiesen werden, daß in Fig. 53 die Be- 
rührungspunkte des Nebenkreisbildes mit 9t dadurch gezeichnet 
werden können, daß man CD mit dem Bilde der Projektion des 
Randkreises H auf K zum Schnitt bringt und durch die Schnitt- 
punkte die Parallelen zu PP' zieht, weil die Berührungspunkte so- 
wohl der Randebene als der Nebenkreisebene aogehören. 

Man zeichne genau die Figur 18 (§ 6) auf Grund der Aufgaben 
4.) und 8.) des gegenwärtigen § 12. In dieser Zeichnung ist zunächst 
A'JAJ' das Bild eines Hauptkreises A'JAJ', P das Bild des einen 
Poles P. KK' ist irgend eine Sekante des Hauptkreises, mit Hilfe 
der Drehung um AA' gezeichnet ([K][K'] ist im Bilde die Lage der 
Sekante nach der Drehung); ihr Schnittpunkt mit AA' ist Q. Längs 
KK' ist nach 4.) die zum Hauptkreise senkrechte Ebene errichtet, 
welche die Kugel in dem Kreise KNK'N' oder H schneidet; der zu 
K L K' konjugierte Durchmesser N L N' ist durch Umlegung um den 
zur Bildtafel parallelen und zu AA' senkrechten Kugeldurchmesser 
RR' gefunden, vgl. (P)0(L)(J)(N). Dabei liegt (N) erstens auf dem 
in (L) _L (J) errichteten Lote, zweitens auf einem Kreise um 0, der 
die durch L, die Mitte von K K', J_ A A' gezeichnete Sehne des Bild- 
randes 91 als Durchmesser hat, wie man aus dem zu AA' senkrechten 
Kugelschnitt durch L erkennt. 

Ein beliebiger Hauptkreis AGA' ist auf den Hauptkreis AJA' 
projiziert, die Projektion B von G im Bilde vermittels der Umlegung 
um R R' ausgeführt, vgl. (G) (B) J_ (J). Die Ellipse A B A', deren kleine 
Halbachse gleich (B) ist, ist um A A' gedreht (0 [B] = (B) auf OJ), 
dann sind auf ihr die Schnittpunkte [E'], [E] mit der Sekante Q[K'][K] 
auf die in § 4 erörterte Weise gesucht, wodurch auch E,E' im Bilde 
auf QKK' bekannt wurden. Darauf sind die Lote ECD, E'C'D' er- 
richtet, deren Endpunkte sowohl dem Nebenkreise K N K' als dem 
Hauptkreis AGA' zugehören. Z. B. gibt E'(E') || AA' auf 0(J) den 
Punkt (E'), (E') (C) J. (J), bis an (G) gezogen, den Punkt (C), 
endlich (C')C'||AA' auf der Linie E'C'||OP den Endpunkt C, 
denn nach der Drehung um R R' ist (G) das Bild des Hauptkreises 
AGA'. (C) muß auch auf dem Kreise um liegen, dessen Durch- 
messer die durch E' J_ A A' gezogene Sehne von 81 ist. Ebenso 
findet man C auf mehrfache Weise; D, D' ergeben sich durch Ver- 
längerung von CE und C'E' um sich selbst. 

Statt vom Hauptkreise AGA' kann man auch von einer durch 
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Q gelegten Sekante QCC des Nebenkreises tt ausgehen und dann 
z. B. vermittels (C) die Punkte (G),G,(B),B finden. 

9. Den durch drei beliebig gegebene Kugelpunkte C^D^N 
bestimmten Nebenkreis B zu zeichnen. 

1. Lösung: Legt man den Hauptkreis durch C und D, dreht man 
die Kugel um den in H liegenden Durchmesser AA' dieses Haupt- 
kreises, bis C,D auf R fallen, und sind nach der Drehung (C),(D),(N) 
die Bilder der drei Kugelpunkte, so liegen (C), (D) auf 81 und die Auf- 
gabe ist auf 2.) b (Fig. 50) zurückgeführt. Durch Zurückdrehen er- 
hält man zwei konjugierte Durchmesser UU', VV, die aus den 
Achsen der Ellipse entstehen. 

2. Lösung: Zeichnet man im Bilde den Mittellotkreis ^ von C D 
nach 2.) Fig. 49, und fällt auf ihn das Lot N F nach 5.), so ist der 
zur Sehne C D im verlangten Kreisbilde Sft konjugierte Durchmesser 
E F der Lage nach bestimmt; seine Endpunkte V, V ergeben sich 
als Schnittpunkte mit §, z. B. durch Drehung um AA'. In der ge- 
drehten Lage (V)(V') ist (V)(V') das Bild des dann zu B senk- 
rechten Nebenkreises, also selbst gleich der Achse der Ellipse; diese 
Achse ist überdies JL OK, wobei K die Mitte von W (oder Schnitt- 
punkt von EF mit 9K) ist. Hierdurch ist das Bild von H, die 
Ellipse 91, vollständig bestimmt. 

Besonderer Fall: Zwei von den Punkten, z. B. C und D liegen 
unendlich nahe aneinander. Die. Bilder des Punktes C und seiner 
Tangeute t (die natürlich Kugeltangente ist), sowie des Punktes 
N sind also gegeben, gesucht der Nebenkreis, der durch N 
geht und t in C berührt. Man zeichne zunächst den Haupt- 
kreis, der t in C berührt. Um seine in R liegende Achse AA' 
drehe man die Kugel, bis t in die Ebene H. und also C auf die 
Kreislinie R kommt. Dann ist die Aufgabe auf die in 2.) c) be- 
handelte zurückgeführt. Zuletzt muß man natürlich um AA' zu- 
rückdrehen, wobei aus den Achsen des nach 2.) c) gefundenen Neben- 
kreisbildes konjugierte Durchmesser des verlangten Bildes werden. — 
Andere Konstruktionen ergeben sich durch Abänderimg der Lösungen 
2. und 3. — Die wirkliche Größe und Gestalt des Dreieckes 
CDN ergibt sich durch Drehen um den zur Nebenkreisebene 
parallelen Banddurchmesser. 

3. Lösung (Fig. 58): Man drehe um den zu CD senkrechten 
(im allgemeinen gegen C D windschiefen) Durchmesser R R' von R, 
bis C D in die Lage (C).(D) _L R kommt (dies geschieht durch den 
umgeklappten Kreis A[C][D]B über der durch CD bestimmten Sehne 
A B von % indem das Mittellot E [F] von [C] [D] um den < [F] E B 
gedreht wird, wodurch [C][F][D] in die Lage {C}(F){D} gelangt, 
und (F) zugleich das Bild von C D F nach der Drehung ist). Dabei 
kommt N (in der Figur 58 hinten gedacht) in die Lage (N) (eben- 
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falls nach hinten, wird durch den Kreis über der Randsehne GNH 
J_RR' durch Drehung um den ^ [F]EB gefunden). In dieser 
Lage muß das Bild des Nebenkreises^ weil jetzt seine Sehne C 0^ 
also auch seine Ebene JL H liegt, geradlinig sein, nämlich die Rand- 
sehne (J)(N)(J'). Dabei ist zugleich (J)(J') das Bild eines Durch- 
messers des Nebenkreises. Dreht man jetzt diesen (zu (C)(D) kon- 
jugierten) Durchmesser zurück (vermittels der Kreise, die über den 
von (J) und (J') aus JL RR' gezogenen Randsehnen stehen) in die 
Lage J J' (wobei der Punkt L auf R R' in seiner Lage bleibt), so ist 
nun JJ' ein Durchmesser und CD eine dazu konjugierte Sehne des 
gesuchten Nebenkreisbildes. Hierdurch ist der konjugierte Durch- 
messer QPS nach § 3 z. B. mittels des Kreises über JJ' als 

Durchmesser be- 
stimmt. Ist P die 
Mitte von J J', so 
ist die Achse J_OP 
in P, die Neben- 
achse liegt auf OP 
selbst, und die 
Hauptachse hat 
die Länge (J)(J'). 
In Fig. 58 sind 
die Mittelpunkte 
der Kreise, mittels 
deren die Rückdre- 
hung von (J)(J') 
Fig. 58. ausgeführt ist, V 

und V, also <^ [J] V (J) und <^ [J'] r(J') = ^ [F] E B gemacht und 
[J] J^V(J), [J'J J'J_r (J') gezogen. Die Linien (J) JV, (J')J'V' müssen 
Tangenten des Nebenkreisbildes sein, denn sie sind die Bilder der 
äußersten Bahnkreise während der Drehung des Nebenkreises; die 
Berührungspunkte müssen also J und J' selbst sein. 

Die Randberührungspunkte T,U (wenn sie überhaupt reell sind) 
erhält man direkt durch Drehen des Randkreises H um den bei der 
Konstruktion benutzten Drehungswinkel; denn die Schnittpunkte 
(T), (ü) der Ellipse, in die dabei 81 übergeht (Hauptscheitel R,R'); 
mit J J' kommen beim Rückwärtsdrehen auf SR. 

4. Lösung: Die Mittellotkreise von CD und ON treifen einander 
in der Polachse des gesuchten Kreises C D N. Damit ist die Aufgabe 
auf 7.) § 12 und i.) § 10 zurückgeführt." Ebenso kann der oben 
erwähnte besondere Fall erledigt werden: den Nebenkreis zu 
zeichnen, der einen gegebenen Hauptkreis K in einem ge- 
gebenen Punkte C berührt und durch einen gegebenen 
Punkt N hindurchgeht: der in C zu K lotrechte Hauptkreis t 
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und der Mittellotkreis von CN haben als Schnittgerade die Polachse 
des gesuchten Nebenkreises. 

5. Lösung (vgl. W. Fiedler, Bemerkung usw. in der Zeit- 
schrift für den mathemat. und naturw. Unterricht [Hoffmann], 
Bd. 29). Die Projektionen T, U der Schnittpunkte T, U des Kreises H 
mit dem Kugelumriß H sind die Berührungspunkte von 91 mit 91. 
Die Fußpunkte der von 
C,D,N auf H gefällten Lote nJ^. 
seien Cq, Do,No. Die pro= ^-fv^ 
jizierende Ebene CCoDDo, ^ ■ 
die Ebenen B und H haben 
als Schnittgerade T U, C^ 0^, 
C D. Also treffen sich diese 
3 Geraden io 1 Punkte Sg. 
Die projizierende Ebene 
aber schneidet die Kugel 
in einem Kreise Hi, der 
die auf SCqDq liegende 
Sehne C^ D^ von H als 
Durchmesser hat. , Legt 
man tti um S, C^ D^ in 
die Ebene R um, und be- 
zeichnet die neue Lage von 
C, D in B mit (C), (D), so 
sind (vgl. Fig. 59) im Bilde 
(C),(D)bestimmtdurch den 
Kreis über der Sehne 
CjCDDi des Kreises 
SR als Durchmesser, ^i«- 59. 

und die auf ihr in C,D errichteten Lote (von gleicher Richtung, 
wenn C, D auf derselben Seite, in entgegengesetzter Richtung, wenn 
C, D auf verschiedenen Seiten von B liegen). Nun ist S^ be- 
stimmt als Schnittpunkt von CD mit (C)(D). Durch diesen Punkt 
S muß also TU laufen. Ebenso findet man, wenn man statt von 
C,D von den Punkten D, N, oder von N, C ausgeht, daß TU den 
Punkt Sß bzw. S^ enthält, den man findet, indem man über der auf 
DN bezw. NC liegenden Sehne von SR als Durchmesser den Kreis 
beschreibt, bis zu ihm die Lote D[D], N[N] auf DN, bez. N{N}, 
C{C} auf NC errichtet, und DN mit [D][N],bez. NC mit {N} {C} 
zum Schnitte bringt. Die Punkte S^, S^jSg sind daher auf einer 
Geraden, welche auf SR die gesuchten Berührungspunkte T,TJ be- 
stimmt. Die KoUinearität von Sg, S^Sg folgt auch daraus, daß sie 
nach Konstruktion Ahnlichkeitspunkte der Kreise sind, die um C, D, 
N mit den Radien CqQ, D^D, HqH beschrieben werden können, so 

O. Richter, Kreis und Kugel. 6 
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daß Sg S4 Sß eine der 4 Ahnlichkeitsachsen dieser Kreise ist. (Diese 
4 Ahnliclikeitsachsen geben 4 verschiedene Ellipsen, die durch C,D,]Sr 
gehen und 91 doppelt berühren, und Projektionen von 8 Nebenkreisen 
der Kugel sind, je nachdem man sich C, 0, N auf der Kugel alle drei 
über R oder alle drei unter R denkt, oder einen der Punkte unter, 
die beiden anderen über R, oder einen über R, die anderen darunter 
denkt.) In der Figur 59 ist die volle, aus der stereometrischen Be- 
trachtung folgende Konstruktion angegeben, obwohl es genügt hätte, 
in den Kreisen um C, D, N drei parallele Durchmesser zu ziehen und 
deren Endpunkte zu verbinden. 

Mit Rücksicht auf eine Bemerkung Seite 37 (Fig. 24) ergibt sich 
daher schließlich folgende vereinfachte Lösung: 

Man ziehe durch C, D, N parallele Sehnen des Kugel- 
bildrandes 91 (z. B. in der Richtung der Zentrale eines der drei 
Punkte), über diesen Sehnen als Durchmesser die Kreise, 
und errichte auf den Sehnen in C,D,N beiderseits die Lote 
bis zu diesen Kreisen. Die Verbindungslinien der End- 
punkte dieser Lote sind dann die Punkte S^, Sg, ...Sg. Liegen 
nun z. B. C, D, N alle drei auf der vorderen, oder alle drei auf der 
hinteren Seite der Kugel, so fälle man vom Mittelpunkt des 
Kreises 91 auf die äußere Ahnlichkeitsachse S^S^Sg das Lot 
OL, ziehe durch einen der Punkte C,D,N, z. B. N die zu 
SaS^Sß parallele Sehne von 9i, über ihr als Durchmesser 
den Kreis, NQ senkrecht zu jener Sehne bis an diesen Kreis, 
dann den zu seinem Radius KQ rechtwinkligen Radius KQ^, 
fälle QiNiJ_KN und verbinde N^ mit L. Sind Bi, Bl die 
Schnittpunkte von N^L mit 9t, so geben die Parallelen durch 
Bi,Bi zu KN auf KOL die Nebenscheitel B,B' der Ellipse, 
die das Bild des Kugelkreises CDN ist, und BiBi ist gleich 
der Hauptachse dieser Ellipse. 

Diese fünfte Lösung hat oflfenbar die Haucksche Hauptkreis- 
bildkonstruktion des § 6 (Abbildung 18) als besonderen Fall. 

Um die Ellipse CDNTÜ ohne Drehung zu bestimmen, kann man 
z. B. nach dem Pascalschen Satze die Tangente in C zeichnen; dann 
sind geometrische Orter für den Mittelpunkt P der Ellipse das von 
auf T ü gefällte Lot und die Verbindungslinie der Mitte von C T 
mit dem Punkte, wo die Tangenten in C und T (die letztere ist das 
Lot auf OT in T!) einander begegnen. Diese Konstruktion versagt, 
wenn die Gerade Sg S^ Sg den Kreis 9i nicht trifft, wofern man die 
Verwendung imaginärer Bestimmungsstücke, welche wieder besondere 
Betrachtungen erfordert, vermeiden will. Jedenfalls aber bleibt 
die in § 12,2^ (zweite Lösung (S. 72)) angegebene Konstruktion 
aus der Berührungssehne Sg S^ Sg und einem der drei Punkte C, D, N 
anwendbar. — Auch diese Lösung versuche man auf den beson- 
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deren Fall anzuwenden. — Man zeichne (in beliebiger Stellung) die 
Kugel mit einem Hauptkreise R, in dessen Ebene 3 Punkte 
Co Dq Nq innerhalb des Umfanges liegen, und mit den 8 Nebenkreisen, 
deren Projektionen auf die Ebene von R die 4 Ellipsen sind, 
welche Cq^Dq, Nq enthalten und R doppelt berühren (vgl. Auf- 
gabe 3, Fig. 52.) 

10. Durch einen Kugelpunkt Q den Nebenkreis R parallel 
einem gegebenen Hauptkreise K zu zeichnen. Man fälle nach 
7. das Lot QK auf die Polachse PP' von K; dann ist K der Mittel- 
punkt von R, und nun kann das Bild 9t des Nebenkreises Dach § 9, i. 
gefunden werden. 

Andere Lösung: Man drehe die Kugel um den in R liegenden 
Durchmesser AA' von K in die zur Bildtafel entweder parallele oder 
senkrechte Lage. Ist dann (K) das Bild von K nach der Drehung, 
so hat man entweder den Kreis um durch (K), oder die zu AA' 
parallele Randsehne zurückzudrehen. 

11. Die Schnittgerade eines Nebenkreises R mit einem 
durch seine Polachse NN' gehenden Hauptkreise K zu kon- 
struieren. Fig. 60. ü,ü' seien die 
Pole von K; K der Mittelpunkt von 
R (also K auf NN'). Zeichnet man 
in der Ellipse 91 den Durchmesser 
TT' II QQ', so ist die Schnittgerade 
der zu diesem konjugierte Durch- 
messer SS'. Denn die 3 Ebenen 
NQN'Q', K; R sind zueinander senk- 
recht. 

Andere Lösung: Ist W die 
nach § 11,5 gezeichnete Schnitt- 
gerade von K niit dem zu NN' als 
Polachse gehörenden Hauptkreise, 
so ist die Schnittgerade von K und 
R die Parallele zu VV durch K. 

Noch andere Konstruktionen 
durch Drehung. 

12. Die Schnittgerade 
zweier Nebenkreise R und p 
herzustellen. Die Polachsen von 
R und p seien NN', PP', die 
Kreismittelpunkte K uud L. Der 
durch NN' und PP' gelegte Haupt- 
kreis K ist sowohl zu R als zu p senkrecht, folglich auch zu 0. 
Das Bild g von muß daher zur Achse AA' der EUipse Ä senk- 
recht sein. Sind (Fig. 60) KS, LU die Schnittgeraden von R, P mit 
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K (Tgl. 11.)^ dann ist deren Schnittpunkt G ein Pnnkt yon ^, also g 
das Lot Yon G auf AA'. Das gibt (vgl. 11.) folgende Konstruktion: 
man lege die Ellipse durch N' und P' (Achse AA'), zeichne in ihr 
(z. B. yermittels ihrer Scheitelkreise) die zu NN', PF' konjugierten 
Durchmesser VV, WW, dann zu diesen die Parallelen KG, LG, so 
ist schließlich das von G auf AA' gefällte Lot das Bild g der Schnitt- 
geraden der Nebenkreise. 

Andere Lösung: Man dreht die Kugel um AA', bis K parallel 
der Bildebene 85 ist. Sind (K), (L) die neuen Lagen von K, L, so 
sind die neuen Bilder (91), (5ß) der Nebenkreise die Randsehnen durch 
(K), (L) senkrecht zu 0(K), 0(L); deren Schnittpunkt (G) ist das 
Bild (g) von nach der Drehung. Da aber ± AA' ist, so ist 
das Bild der Schnittgeraden während der Drehung um AA' stets 
J.. AA', also ist g das von (G) auf AA' gefällte Lot. 

Nach einem leicht zu beweisenden stereometrischen Satze können 
zwei beliebige Kreise auf einer Kugelfläche als Wechselschnitte von 

zwei verschiedenen Kegeln aufge- 
faßt werden. Wenn also (Fig. 61) 
E der Schnittpunkt von SU mit 
S'U', F der von S'U mit US' ist, 
so werden E, F die Scheitel dieser 
beiden Kegel sein. Daher müssen 
im Bilde die äußeren gemeinsamen 
Tangenten der Ellipsen 91, 5ß durch 
E, die inneren durch F gehen. Mit 
HiKe des durch E F gelegten Ebenen- 
büschels beweist man, daß die 
Berührungspunkte der gemeinsa- 
men inneren und äußeren Tangen- 
ten paarweise mit E und mit F in 
gerader Linie liegen. 

Besonderer Fall: Schnittgerade 
eiues Nebenkreises mit einem be- 
liebigen Hauptkreise. Man zeichne 
auch Fig. 60 für den FaU, daß 
die Schnittpunkte der Nebenkreislinien reell sind, und zwar erstens, 
wenn beide Punkte vom, zweitens, wenn sie auf verschiedenen Seiten 
der Kugel liegen. Da die Schnittpunkte C, D von H und P sym- 
metrisch zur Ebene von K liegen müssen, so ist G dann die Mitte von 
CD, im Bilde also auch G die Mitte von CD. Nach der Drehung 
um AA' gibt die zu 0(G) senkrechte Sehne des Kugelbildrandes 9i 
die wirkliche Länge CO an; die Schnittpunktbilder C, D findet man 
auf das genaueste aus den durch (G) dargestellten beiden Kugelpunkten 
durch Zurückdrehen der Kugel um AA'. 




Fig. 61. 



Kegel durch zwei Kugelkreise. Winkel zweier Kugelkreise. 85 

13. Den Neigungswinkel zweier beliebiger Nebenkreis- 
ebenen anzugeben. 

In der 2. Lösung von 12. sind TK(K)T', XL(L)X' die zu AA' 
senkrechten Sehnen der Ellipsen % 5ß und <^ (K)(G)(L) der Neigungs- 
winkel der Nebenkreise H, p. Die Drehung wird bewerkstelligt, in- 
dem man erst N(N) und P(P) _L AA' bis an SR, und dann K(K) und 
L(L)_LAA' bis an 0(N) bez. 0(P) zieht. Dann bilden 0(K), 0(L) 
oder auch die auf 0(K), 0(L) errichteten Lote (K)(G), (L)(G) den 
gesuchten Neigungswinkel. 

Auch die Halbierenden dieser Winkel sind leicht zu konstruieren: 
Denn die Randsehnen, welche die Winkel ron (K)(G), (L)(G), oder 
was dasselbe ist, von (31), (5ß) halbieren, gehen beim Zurückdrehen 
der Kugel um AA' in die Bilder der Kugelkreise über, deren Ebenen 
die Winkel der Ebenen H, P hälften. 

Um die Halbierenden der Winkel abzubilden, die die Kreislinien 
selbst in einem Schnittpunkte C (falls er reeU ist) miteinander bilden, 
legt man in C die Tangenten an 31 und 5ß und zeichnet die Bilder 
der Hauptkreise, die diese Tangenten in C berühren (§ 6). Nun stellt 
man die Bilder der Winkelhalbierenden dieser Hauptkreise (nach § 11,4.) 
her. Auch die Nebenkreise, welche die Linienwinkel von H, P gleich- 
zeitig in beiden Schnittpunkten C, D halbieren, lassen sich leicht 
darstellen. 

Sind die Nebenkreise H, P gleich Null, so hat man die Aufgabe, 
die Schnittgerade und die Winkelhalbierungsebene zweier 
Tangentialebenen der Kugel (z. B. in N und P) abzubilden. Dies 
geschieht wieder durch Drehen der Kugel um AA', bis N und P nach 
(N) und (P) auf den Rand SR kommen, und durch Zurückdrehen. Das 
Bild der Schnittgeraden ist in diesem Falle das Lot g, das man vom 
Schnittpunkte (G) der in (N) und (P) an SR gelegten Tangenten auf 
AA' fällt. (Man beachte dabei, daß NP, (N)(P) mit AA' ein Strahl- 
büschel bilden, ebenso die Tangenten in (N) an SR und in N an Ä, 
sowie die Tangenten in (P) an SR und in P an Ä). Die Tangenten 
in N, P an Ä treffen einander in G auf g; schneidet (G)0 SR in (H), 
(H'), und wird GO von den Loten, die durch (H), (H')_LAA' ge- 
zogen sind, in H, H' getroffen, so berührt das Bild des Hauptkreises, 
dessen Ebene den inneren Winkel der Tangentialebenen von N, P 
halbiert, (H)H, (H')H' in H, H'. — 

14. Den Schnittpunkt einer Kugelsehne CD mit einer 
beliebigen Kreisebene (E zu zeichnen. 

Der durch CD bestimmte Hauptkreis K hat mit (E, der Ebene 
eines gegebenen Neben- oder Hauptkreises, eine Gerade (die nach 12. 
oder, wenn (E ein Hauptkreis ist, nach § 11,5 zu finden ist) gemein- 
sam, deren Schnittpunkt mit CO der gewünschte Spurpunkt ist. 

Andere Lösung: Man drehe die Kugel um den zu (E parallelen 
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Durchmesser RR' des Randkreises H^ bis (E in die zur Bildebene 93 
senkrechte Lage kommt; also im Bilde mit RR' zusammenfällt. Die 
neue Lage (C)(D) des Sehnenbildes CD gibt mit RR' einen Schnitt- 
punkt (S), aus dem durch Zurückdrehen das Bild S des verlangten 
Punktes entsteht. 

Oder drittens fälle man von C und D nach 5^ die Lote auf 
die gegebene Ebene; die Verbindungslinie ihrer Fußpunkte 
trifft DC in dem verlangten Schnittpunkte. 

15. Den Kugeldurchmesser PP' anzugeben^ der parallel 
einer gegebenen Sehne CD ist. In dem durch CD bestimmten 
Hauptkreis ist PP' der zu CD parallele Durchmesser. 

16. Den Punkt S anzugeben, wo eine von einem Kugel- 
punkt E aus zu einer Sehne CD parallel gezogene Gerade 
die Kugelfläche zum zweiten Male trifft. ES liegt in dem 
durch C, D, E gegebenen Nebenkreis (vgl. 9.), und zwar symmetrisch 
zu demjenigen Durchmesser dieses Kreises, der CD halbiert. Hiernach 
ist S leicht zu finden. Eine andere Lösung ergibt sich mittels des 
zu CD parallelen Kugeldurchmessers. 

17. Den kürzesten Abstand zweier Kugelsehnen CD, EF 
zu zeichnen und zu messen. Zieht man nach 15. die zu CD, EF 
parallelen Kugeldurchmesser PP', QQ', so ist der PP' und QQ' ent- 
haltende Hauptkreis K zu beiden Sehnen paraUel. Projiziert man 
daher nach 5. CD und EF auf K; und ist G der Schnittpunkt der beiden 
Projektionen, so muß die durch G zwischen CD und EF parallel den 
Projizierenden gelegte Strecke HJ der kürzeste Abstand sein. Ihre 
wirkliche Größe erhält man durch Drehen mit Hilfe des durch HJ 
bestimmten Hauptkreises. — 



III. Abschnitt. 



Anwendungen. 

Soll eine Raumfigur durch senkrechte Projektion in heliehiger 
Lage auf einer Bildtafel dargestellt werden, so sind entweder nur 
Lagenbeziehungen zu berücksichtigen, wie in den Analysisfiguren 
(z. B. ein beliebiges senkrechtes (keikantiges Prisma in eine Kugel, 
oder einen Kegel um eine Kugel zu beschreiben), oder außer diesen 
noch Maßbeziehungen, wie in stereometrischen Konstruktionsfiguren 
(z. B. in eine Kugel ein dreikantiges Prisma mit lauter gleichen 
Kanten, oder den kleinsten Kegel um eine Kugel zu legen). Meist 
ist nur im letzteren Falle außer dem Bilde noch ein Riß oder ein 
Schnitt nötig. Bei den in den folgenden Paragraphen behandelten Auf- 
gaben wird bald die eine, bald die andere Art 
der Bestimmung des darzustellenden Körpers 
vorausgesetzt. 

§ 13. Prisma, Pyramide, Zylinder, 
Kegel, Teile der Kugel. 

1. Ein senkrechtes dreikantiges 
Prisma von gegebenem Querschnitt und 
gegebener Höhe h darzustellen. Fig. 62. 

Ist der Umkreismittelpunkt des ge- 
gebenen zur Bildtafel parallelen Querschnittes 
(C)(D)(E) und AA' ein beliebiger Durch- 
messer, so drehe man zunächst die Ebene um 
AA'. Dies geschieht im Bilde mit Hilfe des 
von dem Neigungswinkel abhängigen Neben- 
scheitelkreises der Ellipse, in die dabei das 
Umkreisbild übergeht. Mit Hilfe der Radien 
0(C), 0(D), 0(E) ergeben sich nach § 3 
die Bilder C, D, E; die Bilder der Seitenkanten 
des Prismas sind nun JL A A' oder || der Neben- 
achse BB' jener Ellipse zu zeichnen. Dreht man noch einmal um 
BB' um einen rechten Winkel, so kommt B nach [B] und B' nach [B'] 
auf den Ki*eis (C)(D)(E), die Umkreisebene CDE erscheint als Gerade 




Flg. 62. 
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[B][B'], die Seitenkanten des Prismas endieiiieii in wirklicher Größe 
h raid werden J. [B][B'J. Tragt man also ©[O^] ==* jl[B][B'] ab 
und dreht znrfick^ indem man [O'JO' ;■ AA' zieht bis an das in 
anf AA"^ errichtete Lot, so ist 00' das Bild der Hohe h: macht man 
anf den bereits rorhandenen durch A, B, C gezogenen Loten (C)C^ 
rD)D, (E;E nach gleicher Richtung CC = DD' « EE' = 00', so 
i»t CDEC'D'E' das BUd des Prismas. 

Der Neigungswinkel der Seitenkanten gegen die Bildtafel ist 
nach dem früheren ^ [BJOA'; ist dieser Winkel gegeben, so kann 
man damit die Nebenachse BB' der Ellipse bestimmen. 

2. Den Balken größter Tragfähigkeit bei rechteckigem 
Querschnitt in einem gegebenen zylindrischen Baumstamme 
zu zeichnen. 

Das Bild des Zylinders wird aus gegebenem Grundradius und 
gegebener Höhe wie in 1. gewonnen. In der Mechanik wird bewiesen, 
daß das Querschnittrechteck dem Diagonalschnitt des Würfels ähnlich 
sein muß, wenn die Tragfähigkeit des (auf der schmalen Seite liegenden) 

Balkens möglichst groß sein soll. Zeichnet 
man also in dem Grundkreis (Fig. 63) 
einen beliebigen Durchmesser (D)(F), dritr- 
telt ihn und errichtet in den Teilungs- 
punkten entgegengesetzte Lote bis zu den 
Schnittpunkten (C), (E) mit dem Kreise, 
so ist (C)(D)(E)(F) der Querschnitt in 
wirklicher Gestalt. Mittels des kleinen 
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Fig. 68. 



Fig. 64. 



Scheitelkreises ergeben sich die Bilder C, D, E, F der Grundecken; 
die Deckfläche wird wie bei 1. gefanden. Die wirkliche Länge { oder 
0[()'] ergibt sich durch 0'[0'] || AA' und OCC] J. [B][B']. 



Prisma, Zylinder, Pyramide in der Kugel. 
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3. Einen Zylinder größten Inhaltes in eine Kugel zu 
zeichnen. Fig. 64. 

Für einen größten Zylinder in der Kugel ist jeder Aehsenschnitt, 
z. B. der zur Bildtafel senkrechte Schnitt UU'V'V oder der zu diesem 
senkrechte XX' Y'Y ähnlich dem Diagonalschnitt eines Würfels, und 
zwar ist die Zylinderachse CC parallel den kürzeren Rechtecksseiten 
UU; XX', W, YY'. Dreht man den Zylinder' um den zu XY, X'Y' 
senkrechten Randkreisdurchmesser RR' der Kugel, so kommt UU'V'V 
in die Lage (U)(U')(V')(V). Zeichnet man daher in den Bildumriß 31 
ein Rechteck (tJ)(U')(V')(V) wie in 2. und dreht nun zurück, so er- 
geben sich nach § 10 die Bilder der Zylindergrundkreise samt ihren 
etwaigen Berührungspunkten mit 91. 

Ein Stabzylinder mit aufgesetzten Kalotten (die aber nicht der 
umbeschriebenen Kugel angehören) kommt als Kieselskelett bei dem 
Wurzelfüßer Lithotyrapanum tuberosum (Haeckel) vor.^) 

4. In eine Kugel eine vierkantige Pyramide von größter 
Mantelfläche zu beschreiben. Fig. 65. 

Die Höhe der Pyramide ist gleich der Diagonale eines über dem 
Kugelradius errichteten Quadrates. Das Bild der Pyramide sei CDEFPQ 
(P die Spitze, Q der Höhenfuß- 
punkt). Dreht man die Kugel um 
den zur Bildtafel parallelen Durch- 
messer RR', dessen Bild auf OP 
lallt, so daß (P) auf den Rand 
nach (P) und der Höhenfußpunkt 
nach (Q) kommt, so muß die 
Diagonale PS eines über (P)0 er- 
richteten Quadrates gleich (P)(Q) 
sein. Durch (B)(Q)(B')X(P)0(Q) 
ist jetzt die Achsenlänge AA', 
durch (B)B und (B')B'_L0P die 
Nebenscheitel der Ellipse be- 
stimmt, die das Bild des Schnitt- 
kreises der Pyramidengrundfiäche 
mit der Kugel ist. Zeichnet man 
also in diese Ellipse mit Hilfe 
der Scheitelkreise nach § 3 zwei 
konjugierte Durchmesser CE, DF, so ist das Bild der Pyramide ge- 
funden (die Berührungspunkte der Ellipse mit dem Bildrande ergeben 
sich nach § 10 durch das Lot, das im Schnittpunkte (B)(B') mit OP 
auf OP errichtet wird). 

Hiermit ist zugleich ein Kegel von gegebener Gestalt in die 




Fig. 65. 



1) Abbildung in dem Werke von Ernst Häckel, „Kunst formen der Natur." 
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III. Abschnitt: Anwendungen. § 13. 



Kugel gezeichnet; der Umriß des Kegels wird nämlich yoUendet 
dnrch die Tangenten yon P aus an die Ellipse AB A'K (ygl. §2). 

5. In eine Halbkugel einen sechskantigen Pyramiden- 
stumpf zu zeichnen, der eine Inkugel besitzt. Fig. 66. 

Der Deckradius ist gleich der Differenz der Hypotenuse und der 
längeren Kathete eines Dreiecks, dessen kürzere Kathete gleich dem 
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Radius der gegebenen 
Halbkugel und dessen 
längere Kathete um die 
Hälfte größer ist. 

Die Pyramide habe 
die Orundecken C, D^ E, 
C, D', E', die ein dem 
Grundkreis ABA'B' der 
Halbkugel einbeschriebe- 
nes regelmäßiges Sechs- 
eck bilden; die entspre- 
chenden Deck- 
V ecken seien F, 
G, H, F', G; H'; 

die Mittelpunkte der 
Grund- und der Deck- 
fläche seien 0, K, die 
Mitte der Deckkante GH 
sei S, der Berührungs- 
punkt der Seitenfläche 
DEHG mit der Inkugel 
W, der Mittelpunkt der Inkugel J, der Mittelpunkt des Kreises, auf 
dem die Berührungspunkte der Seitenflächen mit der Inkugel liegen, 
sei U, der Scheitel der Halbkugel (Pol des Grundkreises) P. 

Dreht man wieder um den der Bildebene parallelen Kugelradius 
OB, dessen Bild auf OP liegt, bis P nach (P) auf den Rand kommt, 
so gelangt ein Nebenscheitel N der Ellipse, die den Deckkreis des 
Pyramidenstumpfes darstellt, nach (N) auf dem Rande, die Deck- 
flächenmitte K nach (K) auf 0(P), so daß (K)(N) J_ 0(P), endlich 
U nach (U) auf 0(P), die Nebenscheitel B, B' der den Grundkreis 
darstellenden Ellipse nach (B) und (B') auf dem Rande. Verlängert 
man 0(B) um die Hälfte bis V, beschreibt um V den Kreisbogen 
(P)L bis an (B)O(B'), so ist nach der ersten Bemerkung OL die 
wirkliche Größe des Deckradius (und der Deckkante). Die beiden 
Parallelen zu 0(P) im Abstand OL ergeben auf dem Bildrande SR 
die Punkte (N), (N'), so daß (N)(K)(N') das umgeklappte Bild des 
Deckkreises ist, wodurch K und N bekannt werden; (K)(N)(B)0 ist 
der Achsenkantenschnitt der Pyramide in wirklicher Größe und 




Fig. 66. 



Pyramidenstumpf und Kegelstumpf in der Kugel. 91 

Gestalt, der Kreis vom Durchmesser 0(K) das umgeklappte Bild 
der Inkugel. Trägt man also auf (K)(N) (K)(Q) gleich der Höhe 
eines regelmäßigen Dreiecks von der Seitenlänge (K)(N) ab, und 
auf 0(B) 0(X) = der Höhe eines regelmäßigen Dreiecks von der 
Seitenlänge 0(B), so ist 0(X)(Q)(K) der Achsenmittelschnitt der 
Pyramide und (X)(Q) berührt den Kreis über 0(K) (Mittelpunkt 
(J)) in einem Punkte (W) (so daß (X)(W) « (X)0 und (Q)(W) 
« (Q)(K) ist). (W)(U) _L 0(P) gibt den Punkt (U), (Ü)U ± OP den 
Punkt U. Die Grundecken des Pyramidenstumpfes findet man 
mittels der Scheitelkreise von ABA'B', indem man in den großen 
Scheitelkreis (hier den Bildumriß 91) in beliebiger Lage ein regel- 
mäßiges Sechseck [C][D][E][C'][D'J[E'] zeichnet; die Deckecken, indem 
man in den Hauptscheitelkreis der die Deckfläche abbildenden Ellipse, 
also den Kreis um K mit (K)(N), ein regelmäßiges Sechseck zeichnet, 
dessen Durchmesser den Durchmessern des ersten Sechs- 
eckes parallel sind, und dann die Ecken des so hergestellten Sechs- 
eckes mittels des kleinen Scheitelkreises (also des Kreises um K mit 
KN) auf die Ellipse überträgt. Nun liegt z. B. der Berührungspunkt 
W so, daß UW||KS ist; also findet man sein Bild W, indem man 
UW II KS bis an die Verbindungslinie von S mit der Mitte der ent- 
sprechenden Grundkante DE zieht. 

In Fig. 66 ist der Pyramidenstumpf der Abwechslung wegen in 
sogenannter „Untersicht" gezeichnet. Man bemerke besonders, daß die 
Bilder 0,K der Achsenendpunkte der Inkugel innerhalb des Bildes 
dieser Kugel liegen. — 

Die äußersten Mantellinien des Kegelstumpfes, welcher der Halb- 
kugel ein- und dem Pyramidenstumpf umbeschrieben ist, kann man nach 
§ 2 finden. Denn alle Mantellinien einscbließlich der Seitenkanten 
des Stumpfes müssen einander in einem Punkte der Achse K treflfen. 
Verlängert man also z. B. EH bis an OK, so sind die Tangenten vom 
Schnittpunkte aas an die Ellipse ABA'B' die äußersten Mantellinien 
im Bilde des Kegelstumpfes. — 

Auf ähnlicbe Weise zeichnet man einen Pyramiden- oder einen 
Kegelstumpf von gegebenen Maßen in eine Vollkugel. 

Hierher gehört auch die Aufgabe, die Wanderung einer Kugel- 
sehne AB bei der Drehung der Kugel um eine beliebige Achse CC 
darzustellen. In Fig. 67 sind nach § 12, 7, von A, B die Lote AD, BE 
auf CC gefällt und dann nach § 10,1, die Nebenkreise hergestellt, 
die D, E als Mittelpunkte und also CC als Polachse haben. Mittels 
der Scheitelkreise sind nun auf den Nebenkreisbildern die Bilder zweier 
regelmäßiger Zwölfecke so eingezeichnet, daß A, B selbst Ecken sind. 
Die Verbindungslinien entsprechender Ecken (von A, B aus in gleichem 
Drehungssinn gerechnet) geben dann einzelne Lagen der Sehne AB 
an, während die Kugel um CC gedreht wird. 
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Hierher gehört femer die Aafgabe, einen beliebigen Engel- 
kreis (Haupt- oder Nebenkreis) am einen beliebigen Kugel- 
durchmesser PP" zu drehen. 

Man lege durch den Mittelpunkt K des Kreises (oder seine Pole) 
und RR" den Hauptkreis, suche die Schnittpunkte AA' beider Kreise, 

und ziehe im gegebenen Sjreise den 
zu AA' konjugierten Durchmesser 
BB'. Von K, A, A^ fälle man die 
Lote KQ, AE, k'E' auf PP' und 
stelle die Kugelkreise her, welche 
PP' als Polachse und E, E' als 
Mittelpunkte haben. Bei der Dre- 
hung um PP' wird beständig das 
Bild des gegebenen Kreises die Bilder 
der Kreise um E, E' berühren. In 
irgendeiner Lage bestimme man das 
Kreisbild durch die Bilder yon AA^ 
und Yon BB', welche konjugierte 
Durchmesser sind. Man zeichne wie- 
der die einzelnen Bilder, welche den 
Drehungen um ein Vielfaches von 
30^ entsprechen. Man untersuche 
den Ort der Brennpunkte der Bilder usw. 

6. Um eine Kugel ein dreikantiges Prisma von regel- 
mäßigem Querschnitt zu legen. Fig. 68. 

Die Prismenachse PP' ist ein Durchmesser der gegebenen Kagel. 
CDE sei die Grundfläche, FGH die Deckfläche, JKL der mittlere Quer- 
schnitt des Prismas. Der Inkreis 
von JKL ist der zu PP' als Pol- 
achse gehörige Hauptkreis der Kugel. 
Der Umkreis von JKL werde um 
den zu PP' senkrechten und zur 
Bildtafel parallelen Kugeldurchmes- 
ser AA' umgeklappt, bis er parallel 
1;^ der Bildebene ist. Die Ellipse ABA'B', 
welche den Umkreis darstellt, wird 
dann zum Kreise A[B]A'[B'], JKL 
zu einem diesem Kreis einbeschriebe- 
nen regelmäßigen Dreieck [J][K][L], 
das zugleich dem die Kugel darstellen- 
den Kreis umbeschrieben ist. Dreht 
man anderseits die Kugel um den 



Fig. 67. 




(QO 



Fig. 68. 

zu AA' senkrechten und zur Bildebene parallelen Durchmesser RR', 
bis P, P' nach (P), (P') auf den Rand gelangen, so wird gleichzeitig 
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die in PP' liegende Achse QQ' derjenigen Eugel^ deren Bild der 
Kreis A[B]A'[B'] ist, zum Durchmesser (Q)(Q') dieses Kreises 
werden. Da auf der zweiten Kugel der Kreis ABÄ^B' der zu QQ' als 
Polachse gehörende Hauptkreis ist, so geht bei der Drehung um RR' 
das Bild der Ellipse ABA'B' in den zu (Q)(Q') senkrechten Durch- 
messer (B)O(B') über. Hiemach kann die Figur so gezeichnet 
werden: Um das gegebene Kugelbild lege man ein regelmäßiges 
Dreieck [J][K][L], darum den Kreis, in diesen beliebig die recht- 
winkligen Durchmesser (Q)(P)(P')(Q') und (B)(B'), in das Kugelbild 
ebenfalls beliebig den Durchmesser RR'; nun sind P, P', Q, Q', B, B' 
bestimmt durch die Lote von (P), (P'), (Q), (Q'), (B), (B') auf RR'. Mit 
Hilfe des Kreises [J][K][L] und des über BB' als Durchmesser ge- 
zeichneten Nebenscheitelkreises der Ellipse ABA'B' ergeben sich J, 
K, L, und indem man auf den Geraden J[J], K[K], L[L] von J, K, L 
aus beiderseits die Stecke OP oder OP' abträgt, die Bilder C, D, E, F, 
G, H der Ecken des Prismas. Die Bilder der Berührungspunkte der 
Seitenflächen sind die Mitten von JK, KL, LJ (z. B. T Mitte von JK 
in Fig. 68). 

JDer Radius OD der Umkugel des Prismas ist Hypotenuse im 
Dreieck OKD; dieses aber ist kongruent (P)O(B), denn 0(B) ist der 
Umkreisradius des Prismenquer- uj 

Schnittes, und 0(P) die halbe nj-- 

Längskante in wirklicher Größe. \ 

Der Kreis um mit (P)(B) 
ist also das Bild der Umkugel. 

7. Um einen senkrech- 
ten Kegel eine fünfseitige 
Pyramide mit regelmäßiger 
Grundfläche zu zeichnen. 
Fig. 69. 

Dreht man den Grundkreis 
des Kegels, dessen Spitze H sei, 
um den zur Bildebene paral- 
lelen Durchmesser AA' in die 
zur Bild ebene parallele Lage, 
so erscheint die Grundfläche 
CDEF6 der Pyramide als regel- 
mäßiges Fünfeck(C)(D)(E)(F)(G) 
um den gedrehten Grundkreis 
des Kegels mit dem Durchmes- 
ser AA'. Treffen die Eckstrahlen ^^«' ^^■ 
0(C),0(D)usw. diesen Kreis in(C'),(D>sw., so ist auch(C')(D')(E')(F')(G') 
ein regelmäßiges Fünfeck, dessen Bild C'D'E'F'G' der Ellipse AA'BB' 
einbeschrieben ist. Zeichnet man daher in den gedrehten Kreis AA' 
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ein beliebiges regelmäßiges Fünfeck (C')(D')(E')(F)(G'), dann mit 
HUfe des kleinen Scheitelkreises BB' das Ellipsenfünfeck C'D'E'F'G' 
und mit Hilfe der zu den Seiten von (C')(D')(E')(F')(6') paraUelen 
Tangenten des Kreises AA' das unibeschriebeneFänfeck(C)(D)(E).(F)(G), 
so ergibt sich z. B. C auf OC durch die Parallele zu BB' (oder OH) 
von (C) aus. — Die wirkliche Länge der Pyramidenhöhe erhält man 
aus dem Bilde wie früher, indem man B[B] oder B'[B']||AA' bis an 
den Kreis AA' zieht, auf [B]0[B'] das Lot in errichtet und bis an 
dieses H[H] || AA' zieht; 0[H] ist dann die Länge der Höhe; der 
Kegel ist nämlich um die durch gehende, zur Bildtafel parallele 
und zu AA' senkrechte Gerade gedreht worden, bis der Achsenschnitt 
BB'H parallel der Bildebene wurde. 

8. In eine senkrechte Pyramide von regelmäßiger Grund- 
fläche den Kegel zu beschreiben. Fig. 70. 

Die Spitze der Pyramide sei S, die Grundfläche CDE, ihr Mittel- 
punkt 0. Nachdem mittels der umgeklappten Grundfläche (C)(D)(E) . . ., 
ihres Umkreises, des kleinen, die Verkürzung bestimmenden inneren 
Bjreises (C')(D')(E') . . . und der zueinander rechtwinkligen Dutchmesser 
AA'(_L0S),NN' dieser Kreise das GrundflächenbüdCDE . . . hergestellt 

ist, beschreibe man den Berührungs- 
kreis ^ in das Polygon (C)(D)E) . . . 
Ist z. B. (G) die Mitte von (C)(D), 
so ist das Bild G von (G) die 
Mitte von CD; zieht man also 
G(G') II AA' bis an 0(G), so ist 
der Kreis um den Mittelpunkt 
des Polygones mit dem Radius 
O(G') der zu § als großem Schei- 
telkreis gehörende kleine Scheitel- 
kreis 9i des Bildes der Kegel- 
grundfläche, und mittels der auf 
AA', NN' liegenden Durchmesser 
LL', BB' dieser Kreise läßt sich 
nun das Bild des Kegels mit belie- 
biger Genauigkeit zeichnen. Die Be- 
rührungsmantellinien sind SG usw., 
die äußersten Mantellinien im Bilde 
werden nach § 2 als Tangenten 
von S aus an das elliptische Bild der Grundfläche gefunden. — Ist 
ursprünglich nur die Zeichnung der Pyramide ohne die Ellipse 
CDE durch die Grundecken, ohne AA' und NN' vorhanden, so muß 
zuerst diese Ellipse bestimmt werden: z.B. aus dem Halbmesser OD 
und der dazu konjugierten Sehne CE nach § 3. 

Die vorliegende Aufgabe kann auch mittels konjugierter 




Fig. 70. 
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Ellipsendurchmesser gelöst werden; denn die Mitten der Seiten 
CD, DE... sind wiederum Bilder eines regelmäßigen Vieleckes, also 
sind der Radius nach irgendeiner Ecke und die Diagonale, welche z. B. 
die beiden Nachbarecken verbindet, konjugiert, und das Bild der Kegel- 
grundfläche kann daher direkt nach § 3 gefunden werden. — In Fig. 70 
bedeutet 0[S] die wirkliche Höhe des Kegels und der Pyramide (B[B] 
und S[S] ||Ä A; [S] ± [B]0). 

9. Um eine Kugel einen Kegel zu beschreiben, der einen 
gegebenen Radius oder eine gegebene Höhe hat. Fig. 71. 

Der Kugelmittelpunkt sei 0, der Mittelpunkt des Berührungs- 
kreises C, der zur Bildebene parallele Durchmesser dieses Kreises AA', 
der dazu' konjugierte BB', die Spitze des^ 
Kegels S, der Berührungspunkt der Grund- 
fläche K, ihre zu AA', BB' parallelen Durch- 
messer G G', H H', der zur Bildebene parallele 
und zu AA' senkrechte Kugeldurchmesser 
RR'. Dreht man die ganze Figur um 
RR', bis die Kugelhähe KS parallel und 
also der Achsenschnitt GG'AA'S senk- 
recht zur Bildtafel wird, so ist in der 
neuen Lage (H) (H') (B) (B') (S) ein Achsen- 
schnitt des Kegels in wirklicher Gestalt 
und Größe, umbeschrieben dem 
die Kugel darstellenden Kreise 
0, demnach aus der Höhe 
(K)(S) oderdemRadius(K)(H) 
leicht zu zeichnen (in belie- 
biger Lage zu RR'). Durch 
Zurückdrehen (Lote auf RR'!) 
erhält man S, A, A', G, G', C, 
K, B, B', H, H' und kann nun 
die Ellipsen ABA'B' und Fig. 71. 

GHG'H' aus den Scheitelkreisen zeichnen. Da die erstere den Kugel- 
umriß und auch den Kegelumriß (die Randkanten) berühren muß, so 
ist ein Berührungspunkt E der Ellipse ABA'B' mit dem Kugelumriß 
zugleich Berührungspunkt einer Randkante SEL. E aber findet man 
durch das Lot DE, das im Schnittpunkte D von KS mit (B)(B') auf 
KS errichtet ist; der entsprechende Berührungspimkt L von SE mit 
der Ellipse GHG'H' kann z. B mit Hilfe einer Ähnlichkeitskonstruktion 
gefunden werden (HL || BE). 

Durch Kombination von Aufgabe 9. mit 7. kann man nun auch 
um eine Kugel eine senkrechte Pyramide von regelmäßiger 
Grundfläche mit gegebener Höhe oder Grundkante usw. 
zeichnen. 



{^- 
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Fig. 72. 



10. Um einen Kegel oder um eine senkrechte Pyramide 
von regelmäßiger Grundfläche die Kugel zu beschreiben. 
Flg. 72. 

Ist im Grundflächenumkreis der zur Bildtafel parallele Durch- 
messer AA', der zu ihm senkrechte BB^^ die Pyramidenspitze S und 

der Mittelpunkt der Grund- 
fläche 0; so sind im Bilde 
AA; BB' die Achsen der El- 
lipse, welche jenen Kreis dar^ 
stellt. DieUmkugel des Kegels 
AB A'B'S aber ist die gesuchte 
Kugel. Dreht man ihn um 
die zu AA' senkrechte, zur 
ISI Bildtafel parallele Gerade 
(S) durch mittels der Kugel, 
die den Kreis als Hauptkreis 
enthält (deren Bild also der 
Hauptscheitelkreis der Ellipse 
ABA'B' ist), bis OS parallel 
der Bildtafel geworden ist, 
dann wird das Mittellot von (B)(S) oder (B')(S) auf G(S) das Bild 
(XJ) des Umkugelmittelpunktes nach der Drehung geben, und durch 
Zurückdrehen ((ü)ü || AA') auch ü selbst. Der Kreis um U mit 
(U)(S) ist dann das Bild der Umkugel; er muß natürlich die Ellipse 

berühren. Die 

Berührungs- 
punkte T,T'kann 
man scharf zeich- 
nen durch Dre- 
hurg der üm- 
\ kugel um ihren 
_- \ 1^ zur Bildtafel pa- 
^^ rallelen und zu 
senkrechten Durchmesser : 
S[S]_LOS bis an den Kreis U, 
[S]U (welches von selbst ||(S)0 sein 
muß) bis zum Schnittpunkte [0] 
mit AOA', [0]QX[S]ü(|!(B)(B')) 
bis an OU, TQrj_ÖS (vgl. 

§ 10, 1). 

11. Dieinkugel und die 
^^«''^^' Ankugel eines Kegels oder 

einer senkrechten Pyramide mit regelmäßiger Grundfläche 
zu zeichnen. 




Umkugel und Berührungskugeln einer Pyramide. 
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Ist eine Pyramide, z. B. wie in Fig. 73 eine dreiseitige CDES 
gegeben, so beschreibe man in sie den Kegel (nach 8.). Die Scheitel- 
kreise seines Grundflächenbildes seien ^ und 91 genannt. Man be- 
trachte ^ als Bild einer Kugel, die den Grundkreis AA'BB' des Kegels 
als Hauptkreis enthält. Man drehe nun die Pyramide oder den Kegel 
um den zur Bildebene parallelen Durchmesser RR', dessen Projektion 
auf die Projektion der Kegelachse OS (oder was dasselbe ist, auf BB') 
fällt, und zwar soweit, bis der zur Bildtafel senkrechte Achsenschnitt 
SB OB' parallel zur Bildebene geworden ist. Nun ^findet man in der 
gedrehten Lage die Bilder (J), (J') der In- und der Ankugelmitte durch 
die Halbierenden des Winkels (S)(B)0 und seines Nebenwinkels. Die 
Lote (J)(P), (J')(P') a«f S(B) ergeben im gedrehten Bilde Punkte der 
Berührungskreise, die Lote (P)(Q), (P')(Q') auf 0(S) die Mittelpunkte 
dieser Kreise. Dreht man nun zurück ((J)J_LOS usw.), so kanp 
man die Berührungskreisbilder zeichnen; z. B. (P)P _L OS gibt einen 
-Nebenscheitel, und die von Q aus auf Q(Q) abgetragene Strecke (Q)(P) 
einen Hauptscheitel der Ellipse, die das Bild des Berührungskreises 
der Inkugel ist. Ist femer C die Mitte von DE, so ist CS die Be- 
rührungslinie des .Kegels mit der Pyramidenseite DES. Ist F der 
Berührungspunkt der Inkugel mit DES, so ist QF || OC; zieht man 
also QF||OC' bis an CS, so ist F das Bild dieses Berührungspunktes. 
Ebenso findet man den entsprechenden Berührungspunkt F' der An- 
kugel und sein Bild F'. Die Büder der Kugeln selbst sind natürlich 
die Kreise um J, J' mit (J)(P), (J')(P'), und diese Bjreise müssen im 
Bilde die äußersten Mantellinien des Kegels berühren, und den Punkt 
umschließen. Eine gute Probe für die Richtigkeit der Zeichnung 
gewährt unter anderem der folgende Satz: Bei senkrechter Projektion 
eines Kegels ergeben die 
Bilder der In- und Ankngel 
und der Nebenscheitelkreis 
der Ellipse, die das Bild 
der Kegelgrandfläche ist, ein 
Kreisbflschel. Danach müssen 
flieh die Kreise um J und J' 
auf dem Kreise 91 schneiden. 
Beweis (s. Fig. 74): SOBB' 
sei der zur Projektionsebene 
senkrechte Achsenschnitt des 
Kegels, 0, J, J' seien die Mittel- 
punkte der Grundfläche und 

der Berührungskugeln, OB = a, JP = JO«^, J'P' = J'O =- (>' ihre 
Badien, dann geht aus den symmetrischen Vierecken BOJP, BOJ'P', 
in denen die Winkel bei J und J' Supplemente sind, hervor, daß 
-«^J'BJ recht, also a das geometrische Mittel von q und q' ist. Die 

O. Biohter, SLreis und Kagel. 7 




Fig. 74. 
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Projektionsebene denke man sich z. B. durch J ' gelegt, und um die 
Schnittgerade J'J mit der zu ihr senkrechten Ebene SBB' in 
diese umgeklappt. Dann ist der Kreis i' das umgeklappte Bild der 
Ankugel, femer, wenn J J J. J'J, der Kreis um J mit q das umgeklappte 
Bild der Inkugel. Es sei OK || J'J bis an das auf J'J gefällte Lot 
BB, dann ist OK der Radius & des Nebenscheitelkreises 91; femer sei 
G die Mitte von JJ', GH || J'J, OHj_J'J, T der Schnittpunkt von 
GH mit BB', TT J_J'J. Die Kreise J, J liegen symmetrisch zu GT; 
also gehen. von T gleiche Tangenten an sie; also ist eine Tangente 
von T an den Kreis J gleich TO, daher T ein Punkt der Potenzlinie 
der Kreise J', J; sind also (L), (L') die Schnittpunkte dieser Kreise, 

80_ liegt (L)(L') auf TT, und T(L)-T(L') = TT^ - T(L)^ ist gleich 
TO*. Ist der Fußpunkt von OH auf J'J, also der Mittelpunkt von 
(9i), so ist zu beweisen, daß 0(L) == b ist. N sei der Schnittpunkt von 
JJ mit KO, so ist OK:OB = 0O:0J'= JN:JO, also ist OK das geo- 
metrische Mittel von 00 und JN. Nun ergibt sich 0(L)« « ÖT^ 

+ f(L)«= HT» + TT2-t^« = TT^ -ÖH« = 0O.JH = ÖKS daher 
0(L) == OK = &. Die Punkte (L), (L') sind nicht immer reell; die 
Grenzlage, wp sie zusammenfallen, tritt ein, wenn die Projektions- 
ebene senkrecht auf einer Mantellinie steht. 

Übrigens ist BG || PJ und P'J' (Mittelparallele im Trapez), daher 

BG _L SB, also ÖB^ = OG . OS, mithin auch ÖK^ =- OH • WS, wenn der 
Schnittpunkt von KO mit dem auf J'J gefällten Lote SS W heißt; 

da aber OH:HT-OW:WS ist, folgt ÖK^-HT OW oder Ö(L)* 
= OTOS, also berührt S(L) den Kreis in (L), d. h.: die von dem 
Bilde S der Kegelspitze an den kleinen Scheitelkreis des Bildes der 
Kegelgrundfläche gezogenen Tangenten haben ihre Berührungspunkte 
auf L(L), folglich auch die Tangenten von S an die Ellipse, die den 
Grrundkreis darstellt (nach § 2). Also liegen z. B. in Fig. 73 die Be- 
rührungspunkte M, M' der äußersten Kegelmantellinien mit den Schnitt- 
punkten L, L' der Kugelbilder auf einer Parallele zu AA'. Daher 
gehfirt demselben Kreisbüschel auch der Kreis an, der das Achsen- 
bild OS als Dnpchmesser hat. Die Aufgabe, in das Bild des Kegels 
die Bilder der In- und Ankugel zu zeichnen, ist damit auf die 
folgende zurückgeführt: einen Kreis zu zeichnen, der durch zwei 
gegebene Punkte (L, L' in Fig. 73) geht und eine gegebene 
Gerade (nämlich eine der beiden äußersten Mantellinien des Kegel- 
bildes, z. B. SM) berührt. Bedeutet also T den Berührungspunkt 
des die Inkugel oder des die Ankugel darstellenden Kreises mit SM, so 
braucht man nur nach Herstellung der Punkte L, L', M, M' (mittels 
der Scheitelkreise der die Grundfläche darstellenden Ellipse und des Kreises 
über OS als Durchmesser) auf MS die Strecke MT gleich dem geo- 
metrischen Mittel von ML und ML' abzutragen, so gibt das Mittel- 
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lot von LT den Kreismittelpunkt J bez. J' auf SO. Man kann aber 
natürlich auch wie in Fig. 73 den durch Umlegung gewonnenen Seiten- 
riß zur Herstellung von J, J' verwenden und dann die Kreisbüschel- 
sätze für die Probe der Richtigkeit der Zeichnung heranziehen. 

Leicht ist es hiernach^ das Bild von mehreren in den Kegel 
übereinander einbeschriebenen Kugeln herzustellen; in Fig. 75 

a b ist der gedrehte Ke- 

gel (a) als Seitenriß 
neben das Bild (6) 
gezeichnet. Man be- 
achte die nach den 
bewiesenen Sätzen 
bestehenden Bezie- 
hungen zwischen den 
Kugelbildern und den 
Grundflächenbildem. 
Hinzugefügt ist noch 
eine senkrechte Pro- 
jektion des Kegels (c) 
längs einer Man- 
tellinie: die Bilder 
aller Kugeln und aller Grundkreise und die 
Nebenscheitelkreise der Grundkreisbilder be- 
rühren einander im Bilde der Kegelspitze. 

Die Kegelspitze S ist der harmonische 
Pol der Ebene des Berührungskreises 
jeder dem Kegel einbeschriebenen Kugel, 
z. B. in Fig. 71 der harmonische Pol der Ebene 
ABA'B' für die Kugel 0. In Fig. 36 ist das 
Bild S des harmonischen Poles S der 
Ebene CD CD' der Schnittpunkt der Tan- 
genten in T, U an das Kugelbild 9i, oder der 
Pol von TU für. % folgUch, weü (D)(D') und [D][D'J einander in L 
auf TU treffen, der Schnittpunkt von (D)[D'] mit LI>](D'), oder also 
der Schnittpunkt der Tangenten an den Brennpunktkreis 
PGFG' in den Brennpunkten G, G' des Kreisbildes CDC'D'; 
ebenso in Fig. 38; in Fig. 37 fällt das Bild des Polos der Ebene 
C^DoC^Dq mit R zusammen. (Hieraus folgt noch, daß in Fig. 36 

0K:0L=ÖF2:ÖÄ« ist.) 

12. Der elliptische Schnitt des senkrechten Kreiskegels. 

Fig. 76. Bezeichnung: Kegelspitze S, Mittelpunkt der Grundfläche 
0, die Schnittellipse (E, der zu ihr parallele Grundflächendurchmesser 
AA', der zu diesem konjugierte BB', Ellipsenhaupt- und Nebenachse 
HH', HH', Mittelpunkt der Ellipse, der äußeren und der inneren Be- 

7* 




Fig. 75. 



100 



III. AbsclmiM: Anwendungen. § 18. 






/ 



rührongskugeln M^ J, J', Berührungspunkte der Kugeln auf (E F, F', 
Mittelpunkte der Beruhrungskreise 0^ 0'^ indem der Berührungskreis K 
der äußeren Kugel der Einfachheit 5 ^^ 

wegen als Grundkreis des Kegels ge- -^ ^TT*^ ^^ 

nommen wird: die im Achsenschnitt //'\ ^^ 'i 

BB'S liegenden Fußpunkte der Schnitt- / I \ a / ' 

geraden von (E mit den Berührungs- Z-''4~"0C^- ^^^ 

kreisen K, K' seien D^ D'; der "" 

Schnittpunkt von S mit der Kegel- 
achse S sei K^ die Fußpunkte der 
von M, H, H', F, F' auf OS gefällten 
Lote W, L, L', G, G', die durch H, H' 
gehenden Mantellinien SQ; SQ', 
der Schnittpunkt von SM mit K 
(oder was dasselbe ist^ mit 
B B ') X; die Berührungspunkte 
der äußersten Mantellinien (im 
Bilde) mit 
dem ellipti- 
schen Bilde 
St von K T, 
T', mit dem jj/ __ 
Bilde ß' von T^"" 

K' V, V, 

mit • dem Bilde @ der 
Ellipse € Y, Z. 

Im Bilde sind HH; 
NN' konjugierte Durchmesser 
der Ellipse, aber F, F' nicht 
die Brennpunkte von @, son- 
dern nur die Bilder der Brenn- 
punkte F,F' von«; FG, F'G', HL, H'LVMW sind || BB'. 

Man drehe den Kegel zunächst um seine Achse OS, bis HH' 
parallel zur Bildtafel geworden ist; alle Achsenpunkte bleiben an ihrer 
Stelle, das Bild Ä von K unverändert, nur daß AA',BB' in der neue^ 
Lage AjAi, BjBi, zur Haupt- und Nebenachse geworden sind. Der 
Drehungswinkel d wird auf bekannte Weise durch die im großen 
Scheitelkreise bis zur Peripherie senkrecht A^Ä^ gezogenenen Lote 
B[B], Bi[BJ gefundenen (<^ [BJO[B] =- d, ebenso ^AiO[A] = d, 
wenn A[A] _L A^Aj, wobei 0[A] _L 0[B] als konjugierter Durchmesser 
von 0[B], und die zu A^A^ durch A, B gezogenen Parallelen die 
Radien 0[A], 0[B] auf dem kleinen Scheitelkreise treffen müssen). 

Man drehe zum zweiten Male den Kegel aus der Lage, in die er 
durch die erste Drehung gelangt ist, um die durch znr Bildtafel 




Fig. 76. 
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parallellaufende und zu A^A^ senkrechte Gerade (deren Projektion 
also mit OS zusammenfällt) soweit, bis die Ellipsenebene senkrecht 
zur Bildtafel geworden ist. In dieser Lage seien die einzelnen 
Punkte des Bildes durch in runde Klammem () gesetzte Buch- 
staben bezeichnet. 

Während der zweiten Drehung beschreibt das Bild eines Punktes 
ein Lot zu OS; B^B; geht über in die Sehne (B)(B'), wobei Bi(B) 
|A^Ai bis an den großen Scheitelkreis gezogen ist, und ^(B)OA, 
oder (S)OS den Neigungswinkel v der Kegelachse gegen die Bildtafel 
angibt. Die Ellipse erscheint jetzt als Gerade (H)(H') in dem mit 
dem Achsenschnitt des Kegels kougmenten Kegelbilde (S)(B)(B'). 

Hieraus ergibt sich folgende Lösung der Aufgabe, das Bild 
eines Kegels mit gegebenem Achsenschnitt und gegebener 
Schnittebene bei gegebenem Neigungswinkel v der Achse 
gegen die Bildtafel und gegebenem Achsendrehungswinkel S 
in senkrechter Projektion zu zeichnen: Man zeichne den Achsen- 
schnitt (B)(S)(B') mit vorläufig unbegrenzten Schenkeln, darin die 
die Schnittebene in der gegebenen Lage darstellende Transversale 
(H)(K)(M)(H'), wobei (K) Schnittpunkt mit der Halbierenden (S)0 des 
^(B)(S)(B'), (M) die Mitte von (H)(H') ist; nun die Halbierenden 
(H)(J), (H)(J') der Winkel bei (H) bis an (S)(K); man fälle (J)(F) 
und (J')(FO JL(H)(HO, und (H)(L), (H')(LO, (F)(G), (F0(6'), (M)(W) 
J.(S)(K); die Löte von (J),(JO auf (S)(H) und (S)(H') ergeben die 
Punkte (B), (B'), (C), (C) und damit die Durchmesser (B)O(B'), 
(C)O'(C') der Kugelberührungskreise; sie treflfen (H)(H') in (D), (D'), 
den Bildern der Leitlinien, also den Bildern der Schnittgeraden der 
Ellipsenebene mit den Berührungsebenen (D kann man auch durch 
die Drehung finden: man mache auf 0[B] 0[D] = 0(D) und ziehe 
[D]D_i.AiA; bis an OB). (H)(H') ist die wirkliche Größe der 
Hauptachse von iE; die Größe der Nebenachse kann man mittels 
desjenigen Kegelquerschnittes finden, der durch M geht. Verlängert 
man also (W)(M) bis zum Schnitte (E) mit (S)(B), und errichtet 
(M)[N] J.(W)(M)' bis an den Kreis um (W) mit (W)(E), so ist (M)[N] 
gleich der halben Nebenachse von (E. — Man zeichne den Durch- 
messer AjOAj unter dem ^v gegen (B)(B') in dem um mit 0(B) 
beschriebenen Kreis, dann B^OB^ _L A^ A^, (B)Bi || A^ A^ bis an B^O, nun 
den Kreis um mit OB^. Man trage <i:: AiO[A] = 8 ab, und zeichne 
0[B]_L0[A]; von den Punkten aus, wo die Radien 0[A], 0[B] den 
kleinen Scheitelkreis treflfen, ziehe man die Parallelen zu A^A'^ bis an 
die von [A], [B] auf AjA^ gefällten Lote; die Schnittpunkte A, B be- 
stimmen nun die konjugierten Durchmesser AA', BB'. Man ziehe 
bis an BjO die ParaUelen zu A^A; durch (S), (0'), (J'), (L'), (G'), (K), 
(W), (G), (L), (J), deren Schnittpunkte mit B^O S, 0', J', L', G', K, 
W, G, L, J heißen; die Parallelen zu A^A^ von (C), (C') aus ergeben 
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aaf OS die Xebenachse des elliptischen Bildes &' Ton K', welches 
dadurch mit Hilfe der Hauptachsenlange (C)(C^ yoUständig bestimmt 
ist und mit Hilfe der Scheitelkreise, so genan man will, gea^ichnet 
werden kann, ebenso wie die Ellipse AiB^A^'B^. Die Parallelen sn 
BB' dnrch 0', L geben auf BS die Punkte C, H, die Parallele 
durch L' auf B'S den Punkt H', die Parallelen durch W, G, G' auf 
HH' die Punkte M,F,F; während O'C und OB die Linien HH' 
in D, D' treffen. 

Die Parallelen durch D, D' zu AA' sind die Bilder der Leitlinien; 
denn diese sind .L HH' in der zu SBB' senkrechten Ellipsenebene, 
also auch || AA^ Die Parallele durch M zu AA' ist in S der kon- 
jugierte Durchmesser zu HH'; seine Endpunkte N, N' liegen auf den 
Mantellinien SQ, SQ', deren Büd in (S)(B)(B') die Linie (S)(M)(Q) 
ist. Durch die Drehung um die Gerade g gehen (S)(Q) und das sich 
damit deckende (S)(Q') inSQ^ und SQj über, indem man(Q)QiQ^; A^A', 
zeichnet, durch die Schnittpunkte mit dem Nebenscheitelkreise die 
Radien 0[Qi], 0[Qj] des Hauptscheitelkreises und nun [QJQi,[Qj]Q'j 
J_ AjAj zieht. Durch die zweite Drehung (um OS) kommen Q^ Qj 
nach Q, Q', indem man <^ [Qi]0[Q] und <^ [Qi']0[Q'] = d macht, und 
nun mittels des kleinen Scheitelkreises die Punkte Q, Q' herstellt. 
SQ, SQ' treffen die durch M parallel AA' gezogene Gerade in den 
Bildern N,N' der Nebenscheitel der EUipse (E; dabei ist WN || OQ, 
WN' II OQ; QQ' II AA; und SM, QQ' treffen einander auf BB' in 
einem Punkte X. 

Die Ellipse @ zeichnet man z. B. nach § 4 oder 3 aus den kon- 
jugierten Durchmessern HH', NN'; die äußersten Mantellinien ST, 
ST' nach § 3 mittels eines Kreises OUSU', von dessen Schnitt- 
punkten U,ü' mit dem kleinen Scheitelkreis aus UTU'T' || AjA^ lauft 
bis zur Ellipse ß oder zum Kreise J. Die Berührungspunkte Y, Z 
findet man entweder nach §3 durch die Affinitätskonstruktion^ 
oder durch Zurückdrehen: Oü trifft den großen Scheitelkreis von fi 
in [T] (wobei [T]T J_ A^A; ist); dann wird ^ [TJ [T J = d abgetragen, 
[TjJTj _L AjA^ bis an St gezogen, nun T^ mittels 0[Ti] und des kleinen 
Scheitelkreises gefunden^ darauf Ti(T) || A^A^' bis an (Bi)(Bj' gezeichnet, 
so trifft (S) (T) die Linie (H) (H ') in (Y) ; nun (Y) (P) J_ (S), (P) P J_ S, 
dann ist PY || OT. Ebenso ergibt sich Z aus T' (in der Figur sind 
diese Konstruktionen nicht vollständig gezeichnet. Man achte noch 
darauf, daß die Tangenten an (S in H und H' || AA', in N und N' 
aber || HH' sein müssen). In derselben Weise kann man vollkommen 
genau den Schnittpunkt einer beliebigen Mantellinie mit @ 
finden. Die Bilder der beiden Berührungskugeln sind die Kreise um 
J, J' mit (J)(B), (JO(C). Die Berührungspunkte V, V der Ellipse S' 
erhält man am einfachsten, indem man 0'V;'OT bis an ST, O'V'HOT' 
bis an ST' zieht. 
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Man versuche das Bild in einer Lage zu zeichnen, wo Y, Z 
imaginär sind (also S innerhalb A^B^A^B^ ü^gt)- 

Ist der Neigungswinkel s der Ellipsenebene i gegen die Bild- 
ebene gegeben, und außerdem entweder v oder d, so läßt sich der 
fehlende Winkel auf bekannte Weise mit Hilfe einer rechtwinkligen 
Ecke herstellen und dann das hier angegebene Verfahren einschlagen. 

Man überlege, mit welchen Linien der Fig. 76 man auskommt, 
wenn kein Winkel vorgeschrieben ist, sondern nur die Darstellung 
eines Kegels und irgend einer Schnittebene nebst Schnitt- 
linien mit Grundfläche und Mantel verlangt wird (die ganze 
Umlegung fällt fort). 

Legt man durch H den Kegelkreis (im Bilde sind LH und die 
Parallele von L aus zu AA' bis an SA konjugierte Halbmesser), so 
ist der von diesem und der Schnittkurve (E begrenzte Körper ein 
Kegelhuf. — 

Im Anschluß an Fig. 76 stellt die leicht verständliche Zeichnung 
Fig. 77 die Raumfigur dar, mittels deren man in der Stereometrie 




Fig. 77. 



durch eine räumliche Affinitätstransformation beweist, daß der Schnitt 
eines einfachen schiefen Kreiskegels mit einer Ebene, die alle Mantel- 
linien durchschneidet, eine Ellipse ist. Man bemerke wohl, daß in 
der dargestellten Raumfigur die Umgrenzuug der Ebene, die den 
elliptischen Schnitt des schiefen Kegels enthält, nicht rechtwinklig, 
sondern schiefwinklig ist. Doch wäre es natürlich leicht (mit Hilfe mit 
der konjugierten Grundflächendurchmesser), die Zeichnung so abzu- 
ändern, daß auch die Begrenzung dieser Ebene einem Rechteck im 
Räume entspräche. Die in der Zeichnung gewählte Umgrenzung läßt 
aber die zum Beweise dienende Raumtransformation deutlicher her- 
vortreten. 
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Man zeichne in beliebiger Stellang die Baumiigary die entsteht^ 
wenn man einen elliptidcben Schnitt eines senkrechten Kreiskegels 
auf dessen Grundfläche projiziert. Man beweise, daß die Pro- 
jektion der Kegekpitze ein Brennpunkt der Ellipsenprojektion ist 
(dieser Satz gilt auch für parabolische und hyperbolische Schnitte)^ 
indem man z. B. die Gerade, in welcher die Schnittebene die durch 
die Kegelspitze parallel der Grundfläche gelegte Ebene schneidet, auch 
auf die Grundfläche projiziert (diese Projektion ist dann Leitlinie der 
Kegelschnittprojektion. Die numerische Exzentrizität ist gleich dem 
Verhältnis der trigonometrischen Tangenten der Winkel, die von einer 
Mantellinie und von der Schnittebene mit der Kegelachse gebildet 
werden, wie man unmittelbar aus der Figur ablesen kann). 

Man vervollständige Fig. 76 durch die Linien, die zum Be- 
weise der Sätze von der Konstanz der Brennstrahlsumme und der 
Konstanz der numerischen Exzentrizität dienen. Zii diesem Zwecke 
zeichne man für einen beliebigen EUipsenßunkt P in Fig. 76 die 
Mantellinie S P und ihre Schnittpunkte P^ P^ mit den Kreisen 
0, 0'. Auf der Konstanz der Kegelstumpf mantellinie PiP[ unter 
Berücksichtigung der Gleichheit der Kugeltangenten PF, PP^, und 
PF', PPj' beruht der erste -Beweis. Den zweiten führt man nach 
Steiner mittels der Parallele durch S zur Ellipsenachse HH'. Sind 
nämlich (Fig. 76) RR' die Schnittpunkte dieser Parallele mit BB' und 
CC (schneiden muß sie, da sie mit BB' und CC in derselben 
Achsenebene des Kegels liegt), so durchsetzt die Ebene SRR'P oder 
$ den Kegelmantel längs der Mantellinie SPPiP^ (außerdem noch 
längs einer anderen); die Schnittgeraden von $ mit den Kreisebenen 
K, K' sind also RP^, RP^, während die Schnittgerade von $ mit der 
Ellipsenebene (E die Parallele durch P zu DD' sein muß. Diese Pa- 
rallele, dann RP^, und die (durch D gehende) Schnittgerade I von iE 
und K begegnen einander in einem Punkte D^ als Schnitt geraden der 
drei Ebenen (E; K; $; ebenso enthält die Parallele den Schnittpunkt 
D[ von RPj mit 1', der von D' ausgehenden Schnittgeraden der Ebenen 
€,K'. Dabei ist PDiD; (als ParaUele zu DD') J DD^ und D'D;, 
während PP^ — PF, PP^'^PF^ ist. Aus den ähnlichen Dreiecken 
P^D^P, PiRS, oder P;d;P, P;R'S folgt PPi:PDi = SPj: SR und 
PP;:PD; = SP;:SR', also ist PFrPDi, ebenso wie PF':PD; unverän- 
derlich für alle Punkte der Ellipse. Es ergibt sich, daß die numerische 
Exzentrizität e:a der Ellipse gleich SB : SR oder SC : SR' ist. 

Man lege auf den Mantel eines gegebenen Kegels in be- 
liebiger Stellung eine gegebene Ellipse. Durch die Ellipse 
sind a, c bekannt. Wenn nun in dem Achsenschnitt (S)(B)(B')0 des 
Kegels (Fig 76) (S)(R)(R') || (H)(H') gezogen wird ((R), (ß') auf 
(B)(BO,(C)(C')), so ist (S)(B):(S)(R) oder (S)(C) : (S)(R') = e:a; 
macht man also auf (S)(B) (S)E = 2e, zieht EI_L(S)0, beschreibt 



Ebener Schnitt des Kreiskegels. 105 

um ^S) einen Kreisbogen mit 2a nach EI nnd verbindet seinea 
Schnittpunkt I auf EI mit (S), so trifft I(H) || (S)(B') die Gerade 
(S)(B) in (H), und nun ist auch (H)(M)(H') || (S)I festgelegt und 
damit die ganze Figur bestimmt (abgesehen von der noch freien Wahl 
der Ebene SBB' im Kegel). 

Man zeichne die Figur^ die entsteht^ wenn man die Ellipse in 
zwei entgegengesetzten Lagen auf den Mantel bringt. 

Man zeichne Fig. 76 in dem Grenzfalle, wo die Schnittebene 
parallel einer Mantelline SC ist (Parabel). Die äußere Kugel 
0, die Punkte M^ F^ B^ H^ D sind dann nicht vorhanden („im Unend- 
lichen^*), und im Achsenschnitt ist (H')(J') JL (S)0 (daher ist es leicht^ 
auf einen gegebenen Kegel eine Parabel zu legen^ in welcher der Ab- 
stand des Scheitels vom Brennpunkte (HT' = H'C') eine gegebene 
Länge hat). Femer ist dann R' auf C, und die Parallele PDj zu KH' 
durch irgend einen Punkt P der Schnittkurve bis an V ist gleich 
PPj', wie aus der Gleichscheukligkeit des Dreiecks SCP^ und seiner 
Ähnlichkeit mit PD^Pi hervorgeht. Hieraus ergibt sich dann PD^ = PF'. 

Man stelle die Raumfigur dar^ mittels deren man stereometrisch 
beweisen kann, daß die Mitten paralleler Kegelsehnen in einer Ebene 
liegen; und die Figur, welche zeigt, daß das Verhältnis der Pro- 
dukte der Abschnitte von zwei einander schneidenden Kegel- 
sehnen mit unveränderlichenRichtungen unveränderlich ist (zieht 
man von der Kegelspitze S aus bis zur Grundfläche die Geraden SX^ 
S Y parallel den Sehnen AEB, CED, femer die Gerade SEE^, die Mantel- 
linien SAA^; SBB^, SCC^, SDD^, und verlängert man die Sehnen AB^ 
CD selbst bis zu den Spurpunkten F, G auf der Grundfläche, so be- 
weist man mittels des Satzes des Menelaus, angewendet auf die von 
SEE^ durchschnittenen Dreiecke FAA^, ^BB^, GCC^, GDDi, mittels der 

Parallelen XY, EF und des Sekantensatzes, daß cc~c"n "^ (cy) * jf^ 

ist, wenn JZ"^, 17^ die Potenzen von X, Y für den Grundkreis bedeuten. 
Man ändere Zeichnung und Beweis für den Fall ab, daß eine Sehnen- 
richtung parallel der Grundfläche ist. Treffen SX, SY die dem Kegel 
umbeschriebene Kugel noch in U, V, so ist jenes Verhältnis auch gleich 
VC YS 
wTj : Yv* -"^^^ zeichne das Bild der Umkugel des Kegels und die Bilder 

der Punkte U, V. Beweis für den schiefen Kreiskegel ebenso). Man 
zeichne femer die Raumfiguren, die am Kegel zu den stereometri- 
schen Beweisen der Sätze dienen, daß eine Tangente der Ellipse den 
äußeren Brennstrahlwinkel halbiert, daß zwei Tangenten mit den Brenn- 
strahlen nach dem Tangentenschnittpunkte entgegengesetzt gleiche 
Winkel bilden, daß der Winkel der Strahlen, die von einem Brenn- 
punkte nach den Berührungspunkten hingehen, von dem Strahle, der 
denselben Brennpunkt mit dem Tangentenschnittpunkte verbindet, ge- 
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lialftet wird. Man beweise, daß zwei kongruente, parallelacksige, 
senkrechte Kreiskegel einander in einer Ellipse darchdringen, und 
stelle diese Darchdringnng dar (die Spitze des einen Kegels im Innen- 
raum des anderen). 

13. Elliptischer Schatten der KugeL 

Ans dem mittels Fig. 76 augenblicklich (ganz wie in § 1 an Fig. 1) 
zu beweisenden Satze^), daß jeder ebene Schnitt eines senkrechten Kreis- 
kegels — wofern er alle Mantellinien durchschneidet — eine Ellipse 
ist, folgert man, daß notwendig der durch einen Lichtpunkt hervor- 
gebrachte ebene Schatten einer Kugel (z. B. der Schatten der Beruh- 
ruDgskugel V auf der Ebene (E oder einer dazu parallelen Ebene bei 
Bestrahlung durch S) eine Ellipse sein müsse, weil die yon einem 
Punkte an eine Kugel gelegten Tangenten einen senkrechten Kreis- 
kegel bilden. Daß D, D' die Leitlinienfußpunkte sind, kann man 
nach Steiner direkt beweisen.^) Hier folgt es (auf Grund des am 
Zylinder (§ 1) geführten Nachweises der harmonischen Lage von 
Brennpunkt und Leitlinienfußpunkt zn den Scheiteln) auch daraus, 
daß (S) als Tangentenschnitt der Pol von (B)(B') für den Kreis (J) 
ist, also die Polare von (D) die Gerade (S)(F) sein muß; wenn also 
(B)(B') von (S)(F) in (ü) geschnitten wird, so sind (B)(B')(D)(Ü) 
harmonisch, mithin auch (H)(H')(D)(F). — Es soll jetzt der Schatten 
auf einer Tangentialebene S der Kugel gezeichnet werden. Der Be- 
-rührungspunkt F' ist ein Brennpunkt der Ellipse (E. Bezeichnet man 
(Fig. 76) den Gegenpunkt von F' auf der Kugel mit M und nennt den 
Schnittpunkt von SM mit JF M' (J, F, J', F', S, M' liegen sämtlich in 
der Ebene SBB'), so ist SJ': SJ = dem Verhältnis der Kugelradien, 
also auch « J'M:JF', aber aus anderen ähnlichen Dreiecken folgt 
SJ' : SJ = J'M : JM; daher ist JM' = JF, also geht SM durch F, d.h. 
das Bild des zweiten Brennpunktes erhält man durch Verlängerung 
des Strahles, der den Kugelscheitel M trifft. In Fig. 78 (95 identisch mit 
der Tangentialebene) sei S die Projektion von S, bezeichne den Kugel- 
niittelpunkt, F' den Berührungspunkt der Kugel mit der Tangentialebene 
(im Bilde fällt also F' mit zusammen), M den Scheitel der Kugel 
(Gegenpunkt von F') und die Achse OS sei festgelegt durch die Pro- 
jektion P des auf OS liegenden Radius OP; der Fußpunkt des von 
S auf S gefällten Lotes sei V (im Bilde auf S). Man lege die Ebene 
SDP um den in ihr liegenden zu S3 parallelen Randkreisdurchmesser 
RR' um, daß sie || 83 werde. Aus den von (S) an den Kreis ge- 
legten Tangenten (S)(T), (S)(T') leitet man durch Zurückdrehen die 
Nebenscheitel T, T' der Ellipse ab, die das Bild der Eigeuschatten- 

1) Es versteht sich von selbst, daß man beim Beweise die Kurve HNH'N 
nicht als Ellipse, sondern einfach als Schnittkurve der Ebene <E mit dem Kegel- 
mantel betrachtet. 

2) Beweis in 12. 
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grenze auf der Kugel ist^ da TT' als Durchmesser des Grenzkreises 
gleich der großen Achse dieser Ellipse ist, so ist diese hierdurch voll- 
ständig bestimmt (ist (U) der Schnittpunkt von 0(S) mit (T)(T'X 
so ist H(Ü)H'^RR' die Achse = (T)(T')). Das umgelegte Bild 
der Projektion der Geraden ROR' ist die Tangente an den Kreis 
in (F'); treffen also (S)(T), (S)(T') diese Tangente in (A), (A'), so 
sind die durch Zurückdrehen gewonnenen Punkte A, A' die Haupt- 
scheitel des Schlagschattens. Da der Schnittpunkt (D') von TT' mit 
(A)(A') der umgelegte Leitlinienfußpunkt ist, so erhält man wieder D' 
selbst durch (D')D' J_ AA', so daß (D')D' selbst die zu F' gehörende 
Leitlinie der Schattenkurve ist. Der Schnittpunkt C von (S)(M)(F) 
mit AA' ist der Mittelpunkt des Schlagschattens; dies folgt 
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Fig. 78. 



daraus, daß F'(M) || = F(F) ist. Der Schatten ist durch die Brenn- 
punkte und Scheitel vollkommen bestimmt; es wäre nicht einmal F 
nötig gewesen. Es mag noch darauf hingewiesen werden, daß die 
Berührungspunkte des Eigenschattenbildes mit dem Kugelbilde auf 
dem Lote liegen, das man im Schnittpunkte P von TT' mit Ax4.' auf 
AA' errichten kann; und daß häufig der Scheitel A, der Brennpunkt 
F und selbst der Mittelpunkt des Schattens außerhalb der Papierebene 
fällt; dann ist die Ellipse trotzdem völlig bestimmt durch den Scheitel A', 
den Brennpunkt F' und die zugehörige Leitlinie (D')D', und kann 
nach § 2 nicht nur punktweise, sondern auch durch Einhüllung 
gefunden werden. Die Tangenten der Schattenkurv^e sind die Spuren 
(Schnittgeraden) der von S an die Kugel gehenden Tangentialebenen 
auf der Bildtafel; insbesondere sind die Nebenscheiteltangenten die 
Spuren derjenigen Tangentialebenen, die durch die von S aus parallel 
AA' gezogene Gerade verlaufen. Der Querschnitt des Daches, das 
diese Ebenen bilden (s. die Nebenfigur 78 links) gestattet, die Länge 
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der Xebenaehse BB' direkt za finden: denn die Tangenten von [S} 
ans an das Engelbild müssen anf der Gmndtangente die EntfemuDg 
[B][B'^ der Nebenscheiteltangenten Toneinander angeben. 

Man zeichne die Figur für parallele Lichtstrahlen; nach § 1 
(Fig. 1) ist der Schatten auch eine Ellipse. Man drehe ferner die 
ans der Engel 0, dem Pnnkt S, der Tangentialebene in ¥', der Eigen- 
schatten- nnd der Schh^schattenknrre bestehende Ranmfigur nm irgend- 
eine zur Bildtafel 93 parallele, durch gehende Gerade und zeichne dann 
ihre Projektion. Endlich zeichne man den parabolischen Sehlag- 
schatten der Kugel, indem man die Entfernung SV des Lichtpunktes 
yon der Bildebene gleich dem Kugeldurchmesser nimmt. 

(Ebenso kann man den hyperbolischen Schatten finden). 

Man zeichne den Schatten einer Kugel^ die sich in belie- 
biger Lage zur Bildtafel befindet. Besonderer Fall: die Bild- 
tafel geht durch den Kugelmittelpunkt 0; man beweise, daß 
dann die Schattenlinie den Kugelbildrand 9t berührt, und zwar in den 
Berührungspunkten der Tangenten, die yon S aus an 9i gehen; und 
daß, wenn RR' der zu OS senkrechte Durchmesser von SR ist, die 
Schnittpunkte von (S)R und (S)R' mit OS die Brennpunkte der 
Schattenlinie sind. Ist im allgemeinen ^^ der Schnittkreis der Kugel 
mit der Bildtafel, so berührt die Schattenlinie diesen Kreis ^q in zwei 
Punkten, die wie die Brennpunkte mittels der Umlegung leicht zu finden 
sind. — Man beachte auch die Fälle, wo S innerhalb 91 liegt. — 

Man zeichne nach demselben Verfahren (Umlegung um SO) den 
Schatten ^^ eines beliebigen Kreises K, indem man diesen Elreis als 
Hauptkreis einer Kugel betrachtet; insbesondere wieder, wenn die 
Bildtafel den Kreis K berührt oder den Mittelpunkt von K enthält. 

14. Die Kugel mit dem umbeschriebenen Zylinder. 

In Fig. 79 ist eine Halbkugel mit dem umbeschriebenen Zylinder 
ABA^B'D'D gezeichnet. Durch Umlegen von OB nach 0(B) und das 
Lot 0(P) JL 0(B), (P)Pj|AA' erhält man das Bild P des Poles P vom 
Hauptkreise ABA'B'; ABA'B' wird natürlich wieder aus den Scheitel- 
kreisen gezeichnet. Die Ellipse APA' enthält die Hauptscheitel, der 
Kreis um mit OP nach § 10 die Brennpunkte aller Ellipsen, welche 
Bilder von Nebenkreisen der Kugel parallel ABA'B' sind; das 
Bild des Deckkreises des Zylinders ist kongruent ABA'B'. Zieht 
man an die Ellipse DD' die Tangente von aus nach § 2, so hat 
man das Bild des Kegels DD'O, nach dessen Beseitigung der vom 
Zylinder übrigbleibende Restkörper ein Cavalierischer Körper zur 
Halbkugel ist. Ein beliebiger Parallelschnitt trifft den Zylinder in 
einem Kreise, dessen Bild kongruent ABA'B' ist, die Kugel in einem 
Kreise, dessen Bild jener Ellipse ähnlich ist und nach § 10 gefunden 
wird, den Kegel endlich in einem Kreise, dessen Bild auch eine ahn- 
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liehe und durch Ähnlichkeitsstrahlen sofort aus der Ellipse DD' ab- 
leitbare Ellipse ist. 

Man zeichne einen Zylinder, dessen Halbmesser und Höhe 
gleich sind, und eine auf seine Deckfläche aufgesetzte Halbkugel 
Ton gleichem Radius. Man teile 
den Grundkreis des Zylinders in 
acht gleiche Teile, ziehe durch 
die Teilungspunkte die Mantel- 
linien und setze diese nach oben 
als Halbkugelmeridiane fort (Bild 
des Innenraumes vom Pantheon 
:5U Rom, nur daß bei diesem für 
die Teilung des Halbkugelgewöl- 
bes das regelmäßige Siebeneck 
zugi-unde gelegt ist; vgl. die 
Aufgabe über das Kassetten- 
gewölbe § 16). 

Man zeichne möglichst genau das Bild der Raumfigur, die man 
erhält, wenn man eine Kugel oder einen Kegel durch Parallel- 
ebenen gleichen Abstandes durchschneidet und auf jedem 
Schnittkreise nach beiden Seiten senkrechte Zylinder bis 
zu den Ebenen der benachbarten Schnittkreise errichtet. 
[Berechnung der Summe der äußeren und der inneren Zylinder!] 
Ebenso beschreibe man in einen Kegel übereinander gelagerte 
Halbkugeln mit nach oben oder nach unten gekehrten 
Scheiteln. [Berechnung der Summe dieser Halbkugeln!]. 

15. Der Zylinderhuf. - 

Die Figur 80 ist unmittelbar ein- 
leuchtend, und selbst nach gegebenen 
Maßen und gegebenem Drehungs- und 
Neigungswinkel ähnlich wie Fig. 76 leicht 
auszuführen. Das Ellipsenbild ist durch 
die Bilder der Achsen AD, CC'-=BB' 
bestimmt, deren Projektionen auf den 
Zylinderkreis die konjugierten Durchmesser 
AA', BB' sind; seine Berührungspunkte T,T' 
mit den äußersten Mantellinien ergeben 
sich aus der Bemerkung, daß jedem 
Ellipsenpunkt ein Punkt des Grrundkreises 
durch eine Mantellinie zugeordnet ist, und zwar den Punkten T, T' 
die Punkte Ai,Ai (Hauptscheitel des Grundkreisbildes). Legt man 
also z. B. durch A^T' die Ebene ||AA', deren Schnittgerade mit AjBiAjBj, 
ACDC parallel AA', AD sind, so erhält man folgende Konstruktion 
z. B. für T': man ziehe A^P|| AA' bis an BO (bei sehr spitzem Winkel 
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A^OB erhalt man P, indem man die vierte Proportionale PO zn BO 
nnd den Abstanden der PoDkte B, A^ yon AA' an einem geeigneten 
Zweistrahl konstruiert), PQ | A^'T' bis an CC, dann trifift die Parallele 
von Q ans zu AD die Mantellinie A^T' in T'. — 0(E) ist die wahre 
Länge der Hnfachse. 

Man zeichne hiemach oder im Anschluß an Angabe 12. die 
Fig. 1 in allgemeiner Lage, nämlich den Zylinder noch um seine 
Achse O^Og um einen g^ebenen Winkel gedreht 

Für die in Fig. 1 gezeichnete Lage des Zylinders ist die Um- 
legung, aus welcher die Konstruktion der Fig. 1 ersichtlich ist, an- 
gedeutet; und zwar ist er um die zu A^A, senkrechte und zur Bild- 
tafel parallele Gerade durch 0^ um 90® gedreht, so daß die Achse in 
der nun mit (0i)(0)02 bezeichneten Lage parallel zur Bildtafel wurde 
und also die Berührungskreise geradlinig erschienen. Darauf ist die 
Ellipsenebene aus der Lage, die sie nun hatte, um die Zylinderachse 
(Oi)0, wieder in eine zur Bildebene senkrechte Lage [A][F][F'][A'] 
gedreht. Wird nun die Figur (A2)(0,)(A;)(AJ(0J[A][F][F'][A'] zu- 
erst gezeichnet, so ergeben sich durch Lote, die auf (0^)02 von [A], 
[F], [F'], [A'] aus gefällt werden, und durch weitere, von den Fuß- 
punkten aus auf Ol Oj gefällte Lote die Punkte A, F, F', A'. Trifft 
(0^)02 den Bildrand der Kuge] O3 in (H^), und fällt man (H.^)H^ 
„LÖiOg, so ist Hg das Bild eines Poles des Hauptkreises A^BgA^B^; 
das Bild Hj des Poles von A^B^A^B^ wird durch Abtragen der Strecke 
O^Hj = OgHj gefunden. 

Man zeichne femer die Bilder der Linien, in welchen ein 
Ebenenbüschel (z.B. die durch eine beliebige Zylindersehne be- 
stimmten Ebenen) den Zylindermantel durchschneidet; zunächst 
für den Fall, daß die Zylinderachse der Bildtafel parallel ist, dann 
auch bei beliebiger Lage des Zylinders. Zu diesem Zwecke drehe 
man den Zylinder um seine Achse, bis die durch die Büschelgerade 
zur Zylinderachse parallel gehende Ebene senkrecht zur Bildtafel ge- 
worden ist. Dann ist das Bild der Zylindersehne parallel den Bildern 
der Mantellinien, und die Schnittkurven sind Ellipsen, die sich aus 
einem Durchmesser (beliebige Gerade durch die Mitte des Sehnen- 
bildes, begrenzt von den Bildern der äußersten Mantellinien) und einer 
konjugierten Sehne (dem Bilde der Zylindersehne) zeichnen lassen. 
Schließlich drehe man zurück. 

Man zeichne ferner auf ähnliche Weise direkt den Kegelhuf 

16. Kugelsegment mit Zylinder und Inkugel. 

In Fig. 81 ist ein Kugelsegment mit der Inkugel und mit dem 
Zylinder dargestellt, der über der Segmentgrundfläche bis zur Mitte der 
Segmenthöhe errichtet worden ist. Die umgelegte Figur (P) (B) (B') (G) (K) 
(wo G die Mitte der Segmentgrundfläche, P ihren Pol, BB' denjenigen 
ihrer Durchmesser bedeutet, dessen Projektion auf PO zu liegen kommt. 
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und K die Mitte der Segmenthöhe SP ist) kann nach den gewünschten 
Maßen gezeichnet werden, dann ergibt sich das Bild durch Zurück- 
drehen; die Berüh- 
rungspunkte T,T' des 
Grundflächenbildes er- 
hält man vermittels 
des Schnittpunktes von 
(B)(BO mit OP in 
bekannter Weise. — / 
Sehr anschaulich kann 
das Bild durch Schat- / 

tierung gemacht / 

werden. 0^' 

Man zeichne die Fig. si. 

Figur, die entsteht, wenn um eine auf einer Ebene liegende Kugel $ 
eine geschlossene Kette von 
einander gleichen Kugeln ge- 
legt (von denen jede die Ebene, 
die erste Kugel $ und die bei- 
den benachbarten Kugeln der 
Kette berührt) und schließlich 
alle Kugeln durch eine be- 
rührende Kalotte zugedeckt 
werden. 

17. Auf ähnliche Weise 

ist der Satz vom Volumen 
der Kugelschicht in Fig. 82 
veranschaulicht. 

18. In Fig. 83 ist ebenso 
ein Kugelsektor mit Inkugel dargestellt. Das Bild der Inkugel 
(Mittelpunkt K) in der ^----^ 

umgelegten Figur ^^ """---^JP /p\ 

(0)(P)(B)(BO(G)istder " " =--^v 

Inkreis des von 0(B), 
O(B') und der Tangente 
in (P) gebildeten Drei- 
ecks. Die Berührungs- 
punkte C, C der äußersten 
Kegelmantellinien erge- 
ben sich nach § 2 durch 
den Kreis über G; 
(K) (N) J. (B) liefert 
einen Punkt (N) des In- 
kugelberührungskreises, (N) (Q) _L (P) den Mittelpunkt (Q) dieses 
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Fig. 82. 




112 



III. Abschnitt: Anwendungen. § 13. 



Kreises in der gedrehten Lage; durch Zurückdrehen erhält man sofort Q,N 
auf OP, und auf LQL' _L OP die Hauptscheitel L, L' des Berührungskreis- 
bildes ^ indem man QL == QL' = (Q)(N) abträgt. Die Berührungs- 
punkte Y^ Y' dieses Bildes mit dem Inkugelbilde müssen zugleich auf 
den äußersten Mantellinien OC, OC liegen, denn der Berührungskreis 
gehört sowohl der Inkugel als dem Kegelmantel an. KY muß daher 
IlOC sein, KY' J_OC'; dagegen liegen L, L' auf den Ähnlichkeits- 
strahlen AO, A'O. Dreht man überdies die Inkugel um denjenigen 
ihrer Durchmesser, der J_ AA' und parallel der Bildebene ist (also auch 
parallel dem Durchmesser der gegebenen Kugel, um den diese ge- 
<ireht wurde), so daß LNL'N'Q in die Lage [N][]Sr'][Q] übergeht, 
so müssen Y, Y' schließlich auch dem Lote angehören, das man im 
Schnittpunkte von [N][N'] mit OP auf dieser Linie errichten kann. 

Man zeichne in den Kugelsektor den Zylinder, dessen Mittelpunkt 
K ist, oder den Zylinder von größtem Volumen, oder von größter Ober- 
fläche oder von größtem Mantel. 

Hierher gehört auch die „Zonenpyramide" und der „Zonen- 
pyramidenstumpf", der in Holzmüllers Stereometrie Bd. II S. 360 
und 365 in einer sehr anschaulichen Figur dargestellt ist. Man ver- 
suche diese Figur genau zu zeichnen nach vorgeschriebenen Maßen 
xind in vorgeschriebener Lage. 

19. Fig. 84 zeigt die Fläche eines Quadratradius als Teil der 

Kugelfläche, begrenzt von einem Hauptkreisbogen AB und zwei darauf 
senkrechten Hauptkreisbogen CA, CB. Dann muß arcAOB=l, also 

ISO* 

^ A B = ^ sein. Demgemäß ist auf dem in die Randebene umge- 
klappten Hauptkreise ^ [ A] [B] ~ 57| ^ 
gemacht, dann sind A und B mittels 
des kleinen Scheitelkreises der Ellipse 
AB gezeichnet und nun die Hauptkreis- 
bilder CA, CB nach § 4 hergestellt. 
Die Kugelecke OABC ist dann gleich 
einem Drittel, der Kugelkeil CAC'B gleich 
zwei Dritteln des Kubikradius. 

Man zeichne die Fläche des über 
dem Kugelradius errichteten Quadrates 
auch in Form eines sphärischen Qua- 
drates (Mittelparallele ;^ 59 1®, Seite 
j;^ 52^/, Quadratwinkel ~ 104 |o), oder 
in Gestalt eines regelmäßigen Kugel- 
dreiecks (Winkel ~ 79f/, Seite ^ 76|o, Höhe ~ 72f ). 

Zeichnet man in Fig. 87 den Hauptkreis PDP'D', so ist der Kugel- 
flächenteil PDCP, begrenzt von den Viertelkreisen PD, DC, und dem 
Kurvenstück CÜP, auch gleich dem Quadratradius. 



IC 




Fig. 84. 
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20. Durchdringung zweier Kugeln. Fig. 85. 

Dreht man das Kugelpaar 0, P um die durch den Mittelpunkt C 
des gemeinsamen Kreises ABA'B' zur Bildtafel parallele Gerade j^ 
deren Projektion auf OP fällt, so erscheint die Zentrale in wirklicher 
Größe (0)(P), sobald sie parallel der Bildtafel geworden ist. Dann 
ist das Bild des Schnittkreises die gemeinsame Sehne (B)(B') der ge- 
drehten Kugelbilder. Die Drehung jeder Kugel für sich um eine 
durch den Kugelmittel- 
punkt (0), bez. (P) pa- 
rallel gezogene Gerade 
würde eine Verschiebung 
des Schnittkreisbildes 
_L OP bewirken, näm- 
lich C würde nach [C], 
bz. {0} auf die durch 
(0), bez. (P) II OP gehende 
Gerade kommen, und die 
Ton den Schnittpunk- 
ten der Geraden (0) [CJ, 
(P){C} mit (B)(B') auf 
OP gefällten Lote geben 
daher die Berührungs- 
punkte der Ellipse AB A'B' 
mit den Kugelbildern an. Da die Achse AA' der Ellipse gleich der 
Bildlänge (Bj(B') des senkrecht zur Bildtafel gedrehten Kreises C ist, 
so müssen A und A' auf dem Kreise um C mit C(B) liegen. 

Man zeichne die Durchdringungen von drei Kugeln. 

21. Durchdringung einer Kugel mit einem senkrechten 
dreikantigen Prisma, dessen Achse ein Kugeldurchmesser ist.^) 
(Fig. 86). 

Der Querschnitt des Prismas sei ein regelmäßiges Dreieck ABC 
innerhalb der Hauptkreisääche DED'E' und mit dieser konzentrisch; 
das Bild ABC findet man mittels der Scheitelkreise einer Ellipse 
HNH'N', die der Ellipse DED'E' ähnlich und mit ihr konzentrisch 
ist. Nun hat man nur noch längs AB, BC, CA nach § 124. die Lot- 
ebenen zu errichten; von den Bildern der Schnittkreise sind in der 
Zeichnung nur die Bogen stehen gelassen, welche die Durchdringungs- 
punkte A; B; C; A", B", C" verbinden. Die Dreiecke A'B'C und 
A"B"C" sind kongruent ABC und mit diesem parallelseitig, ebenso 
die Grund- und die Deckfiäche. 




Fig. 85. 



1) Mit Hilfe der Aufgabe § 12, 3. kann man die Durchdringung einer Kugel 
und eines beliebigen Prismas oder Zylinders behandeln 

O. Biohter, Kreis and Kugel. 8 
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Man zeichne die Durchdringung der Kugel mit einem exzentri- 
schen Prisma von beliebiger Grundfläche. 

22. Durchdringung einer Kugel mit einem senkrechten 
Kreiszylinder, dessen Durchmesser OMC gleich dem Kugelradius 
ist, und dessen Mantel den Kugelmittelpunkt enthält. (,,Aenigma 
Florentinum*'.) 





Fig. 86. 



Fig. 87. 



Die Durchdringungskurve (Fig. 87) wird punktweise gezeichnet 
nach § 12,3. Die Berührungspunkte mit dem Kugelrandbilde lassen 
sich mit Zirkel und Lineal nicht exakt, sondern nur angenähert finden 
(wohl aber natürlich mittels des Eilipsographen), indem man nach 
§ 12, 8. das Bild der Projektion des Kugelrandes R auf die Äquatorial- 
ebene ABA'B' mit dem Bilde des Zylinderquerschnittes zum Schnitte 
bringt und in den Schnittpunkten die Lote auf der Ebene ABA'B' 
errichtet. Die Punkte, wo die Bilder dieser Lote den Bildrand treffen, 
sind dann die Berührungspunkte. Von diesen sind in Fig. 87 nur zwei 
reell, indem die ganze obere Schleife der Durchdringungskurve auf 
der vorderen Kugelhälfte liegt. Der Grundkreis des Kegels erscheint 
im Bilde als eine zu ABA'B' ähnliche und ähnlich liegende Ellipse, 
welche AA'BB' in C berührt. Die Durchdringungskurve ist eine 
sphärische Zykloide mit einem Doppelpunkt C, wo die Zweige einander 
rechtwinklig durchsetzen. Ihre zahlreichen Eigenschaften sind zum 
Teil sehr merkwürdig. 

Der Doppelpunkt C ist der Berührungspunkt des Zylindergrund- 
kreises mit ABA'B'. Die Hauptkreise ABA'B', PCP' bilden hier rechte 
Winkel, die von den Schleifen der Kurve halbiert werden. Die Bilder 
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der Tangenten in C lassen sich daher nach § 11,4. auf das genaueste 
zeichnen. 

(In Fig. 87 könnte der untere Teil WP' W der Durchdringungs- 
kurve zwischen zwei gewissen Punkten W, W nach oben gebogen 
sein, falls eine Ansicht mehr von oben gewählt würde. WW wäre 
dann eine Doppeltangente des Kurvenbildes. Wegen der Symmetrie 
der Kurve ist diese Doppeltangente parallel dem zu COC konjugierten 
Durchmesser DD' im Hauptkreisbilde ABA'B'. Man kann sie genau 
konstruieren mit Rücksicht darauf, daß die Projektion der Durch- 
dringungskurve auf die Hauptkreisebene PCP'C ein Parabelbogen 
PCP' ist. Da jede Parallelprojektion einer Parabel wieder eine Parabel 
ist, so braucht man also nur an die Parabel, die CO als Durchmesser 
und PP' als konjugierte Sehne hat, die Tangente WTW || DD' zu 
zeichnen. Mit Rücksicht auf bekannte Parabeleigenschaften und weil 
DD' die Polachse des Hauptkreisbildes PCP' darstellt, daher das 
Rechtwinkelstrahlbild zu DD' im Hauptkreisbilde PCP'C das Lot 
KK' auf DD' in ist, ergibt sich daher folgende Konstruktion der 
Doppeltangente: man zeichne durch die Mitte F von CM (Bild des 
Brennpunktes der Parabel PCP') FE _L DD' bis an das Bild CE der 
durch C gehenden Zylindermantellinie, so ist ET || DD' die Doppel- 
tangente. Ihr Berührungspunkt T mit der Parabel ergibt sich, indem 
man FE um sich selbst bis 6 verlängert und GT||CC' zieht. Zeichnet 
man noch TV || PP' bis an CC, so sind die Berührungspunkte W,W' 
mit dem Kurvenbilde d^^nn reell, wenn V zwischen C und liegt; 
oder auch, weil nach Verlängerung yon OC um sich selbst bis H 
HP' Tangente an die Parabel ist, wenn sich H von C aus ge- 
sehen jenseit des Schnittpunktes von OC mit der (j|DD' ver- 
laufenden) Tangente des Kurvenbildes im Punkte P' befindet. 
Fällt H gerade auf diesen Schnittpunkt, oder V genau nach 0, so ist 
P' ein vierfacher gemeinsamer Punkt des Kurven bildes mit der 
Tangente! 

Die Schnittpunkte der durch den Raumpunkt T |{ DD' gelegten 
Geraden mit dem Zylinder oder mit der Kugel sind die Punkte W, 
W, deren Bilder W, W die Berührungspunkte der Doppeltangente mit 
dem Kurvenbilde sind. Sie werden leicht eine Drehung um KK' her- 
gestellt, nach deren Ausführung das Bild von KPCK'P'C auf den 
Kugelbildrand fällt. Durch dieselbe Drehung (indem man den Rand- 
kreis. R mit dreht) kann man die Berührungspunkte des Kurvenbildes 
mit dem Kugelbildrand finden. Es versteht sich von selbst, daß auch 
die obere Schleife der Kurve die Doppeltangente besitzen kann (bei 
sog. „Untersicht"). Bei genauer Vorderansicht (BB' = 0) befindet 
sich die Doppeltangente „im Unendlichen". 

Daß die Projektion der Kurve auf die Ebene PCP' eine Parabel 
ist, ergibt sich, indem man von irgend einem ihrer Punkte, J,JL||OP 

8* 
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bis an die Ebene ABA'B', und LN || DD' bis an OC zieht: dann ist 
AJLOsA CLO wegen der Übereinstimmung in dem rechten Winkel 
bei L und in der Hypotenuse, und ACNL'^ACLO, also wenn man 
CL»JL mit ify CN mit x, den Engelradius mit r bezeichnet, xiy 

Die Durcbdringungskonstruktion selbst ist in Fig. 87 ausgeführt 
für den oberen Teil der äußersten rechten Mantellinie BSQ. Dabei 
ist der Grundkreis des Zylinders vermittels der Linien C[C] _L AA' 
(bis an SR) imd 0[M][C] im Grundriß gezeichnet als Kreis um [M] 
über 0[C] mit dem Berührungspunkte [R]. Nun ist über der auf 
RS liegenden Sehne von 9i um ihre Mitte S der Kreis (91) hergestellt, 

in ihm SU || A'B, dann um S der Bogen [R](R) bis an SU, femer 
(R)(Q) ± SU (oder || 0(P), und endlich (Q)Q |I AA' bis an RS ge- 
zogen; Q stellt den oberen Durchdringungspunkt der äußersten rechten 
Mantellinie mit der Kugel dar. 

23. Die Kantenkugeln einer senkrechten Pyramide von 
regelmäßiger Grundfläche. 

Jede senkrechte Pyramide, deren Grundfläche ein regelmäßiges 
Vieleck ist, besitzt zwei Kantenkugeln, die in dem von den Seiten- 
flächen und ihren Erweiterungen über die Grundfläche hinaus nach 
innen zu gebildeten Körperraum liegen. Trägt man die Hälfte der 
Grundkante auf den Seitenkanten und ihren Verlängerungen von den 
Grundecken aus ab, so sind die gewonnenen Endpunkte die Berüh- 
rungspunkte der beiden Kantenkugeln auf den Seitenkanten, während 
die Berührungspunkte mit den Grnndkanten natürlich deren Mitten sind. 

In Fig. 88 ist die Kugel C die innere Kantenkugel der Pyramide 
SDED'E' (und zugleich die äußere Kantenkugel der Pyramide SFGF'C). 
M, Q sind die Mitten der Kanten DE, D'E, der Mittelpunkt der 
Grundfläche. Die Drehung um die Gerade durch 0, welche parallel 
der Bildtafel liegt und deren Projektion auf OS fällt, ist mittels der 
Scheitelkreise der Ellipse ABA'B' ausgeführt, welche das Bild des 
der Grundfläche umbeschriebenen Kreises ist; dabei ist also (S)(B) 
das Bild einer Seitenkante nach der Drehung; auch eine Seitenhöhe 
ist bis in die Lage (S)(M) parallel der Bildtafel mit gedreht, indem 
auf 0(B), dem Umkreisradius der Grundfläche, 0[Q], ihr Inkreisradius, 
von bis (M) abgetragen wurde. Die auf einer Seitenhöhe liegende 
Sehne der Kantenkugel ist gleich dem Durchmesser des Segments, 
das die Seitenfläche von der Kantenkugel abschneidet, mithin auch 
gleich der großen Achse der Ellipse, welche den Durchdringungskreis 
darstellt. In wirklicher Größe ist diese Linie in der Lage nach der 
Drehung dargestellt: (B)(T) ist gleich der halben Grundkante [E][Q], 
(T)(C) _L (B)(S) bis an (S)0; der Kreis um (C) mit (C)(T) steUt nach 
der Drehung die Kantenkugel dar, muß also durch (M) gehen, und 
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schneidet von (M)(9) die Sehne (M)(P) ab, die nun gleich der Haupt- 
achse der elliptischen Bilder der seitlichen Durchdrinfpingskreise ist Man 
achte darauf, daß, wenn (M) nahe an (B) liegt, (P) genau dadurch bestiaiint 
werden kann, daß (C)(J),L(M)(S) und (J)(P) = (J)(M) gemacht wird. 
Zugleich ist (J) das gedrehte g ^^ 

Bild vom Mittelpunkt eines seit- 
lichen Durchdringungskreises, 
und wenn (J)(L), (P)(K), (T}(ü) 
_L 0(S) gefällt werden, so sind 
0(L),0(K),0(U1 die wirklichen 
Längen der Abstände der Grund- 
fläche von dem Mittelpunkte, von 
dem höchsten (d. h. dem der 
Pyramiden spitze am nächsten 
liegenden) Punkt, und von einem 
Kantenberührungspunkt fQr ir- 
gendeinen der seitlichen Durch- 
dringnngskreise. Zieht man also 
(indem man zurückdreht) {L)L, 
(K)K,{U)U_LOS, so liegt im 
Bilde der Berührungspunkt T 
der Kante SE auf der Linie 
UT II OE, der oberste Punkt P 
des Durchdringungskreises der 
Seitenfläche SDEaufKPjOM, '^, ^^ '~'~^^' 

sein Mittelpunkt ebenso auf LJ ^~-^ „.-^iH 

j]OM, oder J wird als Mitte von Kg. ss. 

MP auf der Seitenhöhe MS ge- 
funden. Die Tangente FG in P an die Ellipse, die den Durchdringungs- 
kreis darstellt, ist |j DE; und durch das Tangententrapez FCiED mit 
mit den Berührungspunkten ist die Ellipse vollständig bestimmt. Ihre 
Hauptachse muß _L CJ sein (wobei der Kijgelmittelpunkt C durch 
(C)C J_OS gefunden wird) und die Länge (M)(P) haben, wodurch ihre 
Hauptscheitel H, H' bekannt sind; seinen Pol W erhält man durch 
Verlängerung von CJ um eine Strecke, die sich zu CJ verhält wie 
i;j)(Wj zu (C)(J), wenn (W) den Punkt bedeutet, wo (C)(J) den 
Bogen (M)(T)(P) trifft; natürlich kann man auch W dadurch flnden, 
daß man das Lot von (W) auf 0(S), dann von dessen Fußpunkt das 
Lot auf OS und von dessen Fnßpunkt wieder die Parallele zu OM 
bis an CJ zieht. Das Bild der Kantenkugel selbst ist der Kreis um 
C mit (C)(T}. Den Pol W kann man auch nach § 10 mittels der 
Drehung um denjenigen Durchmesser der Kugel finden, der parallel 
der Bildebene ist und dessen Projektion auf CJ liegt, indem man von 
€ aus C{J)=(C)(J) nach MP zu abträgt; die Verlängerung von 
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C{J} bis zum Kagelrande gibt einen Pnokt {W}, das yon {W} aus 
auf CJ gefällte Lot den Punkt W. Dabei ist das Lot in (J) auf 
C{J} bis zum Kugel bildrande das gedrehte Bild des Durchdringungs- 
kreises^ sein Schnittpunkt mit CJ ist also ein Punkt der Geraden 
(JLCJ), auf der die Berührungspunkte der Ellipse PTM mit dem 
Kugelrande liegen. — Die Bilder der DurehdringuDgspunkte X, X' der 
Pjramidenhöhe mit der Kantenkugel ergeben sich durch die Drehung 
der Kugel um den zur Bildtafel parallelen Durchmesser, dessen Pro- 
jektion auf CS fällt. Zieht man also C(X) || 0(S) bis an den Kugel- 
bildrand und rX)X_LOS, so ist X im Bilde der eine Schnittpunkt 
von OS mit der Kantenkugel. Der Vollständigkeit wegen sind schließ- 
lich noch die Bilder der Hauptkreise durch XX' gezeichnet, die die 
Durchdringungskreise halbieren, sowie der Nebenkreis durch die Be- 
rührungspunkte der Seitenkanten. Der Mittelpunkt des letzteren ist 
ja U, sein Radius (U;(T), seine Hauptachse liegt auf U(ü), der eine 
Nebenscheitel ist der Fußpnnkt des von (T) auf OS gefällten Lotes. 
Dagegen sind die Hauptkreisbilder XPWMX', XRQX' durch den 
Durchmesser XX' und je eine konjugierte Sehne (Halbsehne OM, 
bez. OQ) bestimmt. Übrigens muß im Bilde der Kantenkugelrand 
die äußersten Mantellinien des der Pyramide umbeschriebenen Kegels 
berühren, und zwar sind die Berührungspunkte identisch mit den Be- 
rührungspunkten des Nebenkreisbildes U; gefunden werden sie durch 
dieselbe Drehung, durch die sich X;X' ergaben: errichtet man also 
auf C(X) im Schnittpunkt mit U(U) das Lot bis an OS und nennt 
den Schnittpunkt Y, so befinden sich jene Berührungspunkte auf der 
durch Y zu AA' gezogenen Parallele. 

24 Das Knierohr. 1) Fig. 89. 

Zwei gleichweite Rohre von kreisförmigem Querschnitte sollen 
unter einem gegebenen Winkel a gegeneinander geneigt zu einem 
Kniestück verbunden dargestellt werden. 

sei der Mittelpunkt einer Kugel, deren Durchmesser gleich 
dem äußeren Rohrdurchmesser ist. Zu irgendeinem Durchmesse!- 
PP' dieser Kugel als PoLichse sei der Hauptkreis ABA'B' hergestellt. 
In diesem seien CO, EO zwei Radien, deren ^COD = a ist. Im 
Bilde also hat man nach beliebiger Wahl von (C) auf dem Kreis 
A(C)A' um den <^(C)0(E) = a zu machen und nun mittels des 
kleinen Scheitelkreises BB' auf bekannte Weise C und E herzustellen. 
Konstruiert man noch die konjugierten Durchmesser DOD' von 00/ 
und FOF' von OE (also ^ (D)O(C) = (E)O(F) = 90°), dann gehen 
die in der Ebene ABA'B' liegenden Mantellinien der beiden Zylinder, 
die die äußeren Rohrflächen darstellen, durch D, D' parallel 00, bez. 

1) Das rechtwinklige Knierohr findet sich in der darstellenden Geometrie 
von Pohlke behandelt. 
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durch F, F' parallel OE. Nun ist OC_L zum Hauptkreise PDP'D', 
OE aber J_ zum Hauptkreise PFPT', und diese Hauptkreise müssen 
Querschnitte der äußeren Rohrflächen werden. Die Bilder dieser Bo-eise 
sind Ellipsen, deren Nebenachsen auf 00, bez. OE liegen müssen, da 
ja C, E Pole von ihnen sind; also sind die Hauptachsen LL', NN' 
die zu OC, OE senkrechten Durchmesser des Kugelbildes, während 
die Längen der Nebenachsen durch Umlegen von OC, OE leicht zu 
finden sind (z.B. C[C] J_ OC bis an den Kreis AA', Kreisdurchmesser 



,'JJ^Nl 




Fig. 89. 



[Q][Q'] J_0[C],[Q]Q und [Q']Q'_LOC bis an OC; dann sind Q, Q' 
die Nebenscheitel der Ellipse LDPL'D'P'). Die beiden Zylinder- 
mäntel, schief abgeschnitten, stoßen längs einer Ellipse PGP'G' an- 
einander. Denn ist X irgendein gemeinsamer Punkt der Zylinder- 
mäntel, die zwischen den in P und P' senkrecht PP' errichteten 
Ebenen parallel OC, bez. OE verlaufen, so wird die durch X_LPP' 
gelegte Ebene die Zylindermäntel in zwei Geraden XY || 00, bez. 
XZ II EO treffen, die Querschnitte aber in YW{|DO, bez. ZWjjFO. Aus 
der Kongruenz der rechtwinkligen Dreiecke OWY, OWZ folgt WZ 
= WY, also im Parallelogramm WYXZ auch XY = XZ. Diese Linien 
aber sind senkrecht zu den Querschnittebenen, also hat X von diesen 
Ebenen gleiche Abstände, folglich liegt X auf der Ebene, die den 
zwischen den Hauptkreisebenen PDP'D', PFPT' liegenden Winkel a 
halbiert. Diese Ebene aber schneidet nach § 1 jeden der beiden 



120 ni. Abschnitt: Anwendungen. § 13. 

Zylinder in einer Ellipse. (Die Mäntel der Zylinder, weiter ver- 
längert, durchdringen einander Doch in einer zweiten Ellipse^ die in 
der äußeren Winkelhalbiölrungsebene liegt ^ die zwischen diesen beiden 
Durchdringungsellipsen ausgespanntenZylindermantelstücke umschließen 
den „Kemkörper^* der beiden Zylinder, dessen Volumen nach dem 

erweiterten Cavali er i sehen Satze gleich zr—^. — sein muß, wenn r 

o S sin a ' 

den Zylinderradius bedeutet). Wenn also im Bilde DGJIOC, FG||OE 
gezeichnet und GO um sich selbst bis G' verlängert wird, so sind 
GG', PP' konjugierte Durchmesser des Bildes ® der Durehdringungs- 
ellipse D (nämlich GG',PP' die Achsen der Ellipse). Die äußersten 
Mantellinien im Bilde sind LJH, L'J'H'||OC, bez. NKH, N'K'H';|OE, 
und diese müssen natürlich die Ellipse S) berühren, etwa in J, J' bez. 
K, K' (diese Punkte sind nach § 2 oder § 3 auf verschiedene Arten 
leicht exakt zu zeichnen). Verfolgt man in Fig. 89 mit dem Auge 
den vorderen Rand von ®, z. B. von G aus nach P zu, so gelangt man 
zuerst nach K' auf H'; von hier aus geht die Ellipse auf den hinteren 
Teil des zweiten Zylinders über, also ist der Bogen K' J'G' unsichtbar. 
Geht man aber von G aus nach unten, so kommt man zuerst nach 
dem Berührungspunkt J auf HL, also ist der Bogen JKG' unsichtbar. 
Es ist also nicht etwa die Hälfte von D, sondern weniger als die 
Hälfte sichtbar. Nur wenn PP' gleich dem Durchmesser oder gleich 
Null ist, erscheint die volle Hälfte der Ellipse. Das sind denn rfuch 
die beiden Fälle, die in den elementaren Büchern der darstellenden 
Geometrie gewöhnlich behandelt werden. 

Ebenso wie 0(C) die wirkliche Länge von OC angibt, wäre, 
wenn OU im Bilde die erste Bohrlänge ist und U(U)|]PP' bis an 
0(C) gezogen würde, 0(U) die wirkliche Achsenlänge des ersten 
Rohres; hieraus läßt sich also das erste Rohr (und ähnlich das zweite 
mittels 0(E)) bei gegebener Länge zeichnen. Die Endflächen ent- 
stehen im Bilde nur durch Verschiebung der Querschnitte längs der 
Achsen Oü, OV. Soll das Rohr eine gegebene Wandstärke d haben, 
so wird man sie auf den Hauptachsen LL', NN' der Ellipsen PDP'D', 
PFP'F' nach innen von den Scheiteln aus abtragen und nun ähn- 
liche Ellipsen zeichnen, die die Endpunkte als Hauptscheitel haben; 
natürlich sind dann diese Ellipsen innerhalb der Endflächen zu wieder- 
holen. — Übungsaufgabe: den Kernkörper zweier einander recht- 
winklig durchkreuzender Zylinder zu zeichnen. — Das gekreuzte 
Tonnengewölbe zu zeichnen in Ober- und üntersicht. Ebenso die 
Byzantinische (halbkugelige) Kuppel mit darunterliegendem Kreuz- 
gewölbe. Nach dem Cavalierischen Satze lassen sich die Volumina 
dieser Gewölbe (ebenso wie der entsprechenden prismatisch -kantigen 
Kreuzgewölbe und Kreuzdächer) berechnen. Anwendung: Janus quadri- 
frons in Rom. 
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25. Schiefer Kreiskegel in der Kugel (Bild der stereo- 
graphischen Projektion). Fig. 90. , 

Zunächst ist zu POP' als Polachse der Hauptkreis ACDAX'D' 
gezeichnet. HNH'N' ist ein beliebiger Nebenkreis II mit dem Mittel- 
punkte K und dem Pole Q, so daß QKO ein Radius der Kugel ist. 
N und N' sind die Endpunkte des in der Ebene PP'KQ liegenden 




Fig. 90. 



Durchmessers von It; KH' der zu diesem konjugierte; also ist HH'^ 
JL PP'. Im Hauptkreise ACDAX'D' ist AA' der zur Bildtafel 83 
parallele Diirchmesser (also AA' die Achse der Ellipse ACDA'C'D')^ 
DD' der in der Ebene PDP' liegende Durchmesser, CC der dazu 
konjugierte, also C C ' || H H '. 

Von P aus soll 11 auf die in P' an die Kugel gelegte Tangen- 
tialebene S abgebildet werden; das stereographische Bild $ ist be- 
kanntlich ein Kreis. In der Figur 82 ist S durch das stereographi- 
sche Bild des Hauptkreises CD CD' angedeutet; wenn PA, PA', PC, 
PD,PC', PD' um sich selbst verlängert werden bis A^, A^, • • •, 
so ist AiAj'CiCj • • • das Bild von ff, und zwar ist A^ A^ die Achse 
der Ellipse %, als welche S bei der senkrechten Projektion der Rauni- 
figur auf die Bildtafel 95 erscheint, und C^C^jD^D^ sind konjugierte 
Durchmesser; die Ellipsen AC A'C • • • und Aj C^ A^Cj • • • sind ähnlich 
und ähnlich liegend. Da $ ein Kreis ist, so ist das Bild @ eine 
Ellipse, welche wiederum mit den Ellipsen ACD • • • und % ähnlich 
und ähnlich liegend ist. Fällt man KJ J_ PP', so ist diese Linie KJjjDD'; 
die in S{{DD' gezogene Gerade P'NjD^Ni ist das stereographische Bild 
des Hauptkreises PNQN'P'; und zwar liegen die Bilder N^, N^ der 
Punkte N, N' auf den Strahlen PN, PN'. In Fig. 90 erhält man also 
Nj, Nj dadurch, daß man PN, PN' bis an P'D^ verlängert. Das 
Dreieck HKH'J liegt parallel (E, so daß man nur P'Hi||JH bis an PH 
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zu ziehen braucht^ um das stereographische Bild H^ von H zu finden 
(in Fig. 90 wird man, wenn -^ JHP sehr klein ist, um H^ genau zu 
finden erst J[H] == JH unter einem günstigen Winkel gegen PP' ab- 
tragen, parallel zu J[H] yon P' aus den Strahl zeichnen und bis an diesen 
P[H][HJ; dann ist P'H^ =P'[HJ zu machen). ÄhnUch ergibt sich 
H( (oder auch durch schiefe Symmetrie zu P'D^ | OD). Die Ellipse 
N,HiN;H; ist hierdurch mehr als bestimmt, denn erstens ist sie mit 
% ähnlich und ähnlich liegend, und zweitens ist N^N^ ein Durch- 
messer und HjH^ eine dazu konjugierte Sehne. 

Man zeichne zur Übung das Nebenkreisbild 5R auf dem Kugel- 
bilde so, daß ein Teil vorn, ein anderer hinten liegt, oder so, daß es 
P' umschließt. — Es ist leicht, Fig. 90 so zu vervollständigen, daß 
sie zum Beweise der stereographischen Hauptsätze dienen kann. Es 
gehört weiter nichts dazu als der (wiederum als EUipse, ähnlich und 
ähnlich liegend CD CD', erscheinende) Durchdringungkreis des Kegels 
mit der Ebene CD CD' oder einer Parallelebene, und die Tangente 
P |DD'. Der Satz vom Sehnentangenten winkel und der Satz von den 
Wechselschnitten des schiefen Kreiskegels führen sofort zu dem Be- 
weise dafür, daß H^N^H^N^ ein Kreis ist. Auch der Beweis der Winkel- 
treue ist einfach und läßt sich durch eine Zeichnung wie Fig. 90 leicht 
veranschaulichen: ein Winkel auf der Kugelfläche sei durch zwei Tan- 
genten t, t' in irgendeinem Kugelpunkte R festgelegt. Man zeichne 
nach § 12 die Bilder der beiden Nebenkreise durch P, die t, t' in R 
berühren. Ihre Tangenten U, ll' in P bilden miteinander dieselben 
Winkel wie t, f. Die stereographischen Bilder der Nebenkreise sind 
aber zwei Gerade 11, 11 ' parallel ||, II' haben also an ihrem Schnitt- 
pimkt dieselben Winkel wie II, II ', also auch wie t, f. 

26. Die acht Berührungskugeln eines beliebigen Tetra- 
eders. 

Das Tetraeder ABCD sei durch seine sechs Kanten gegeben. 
Man nehme eine Seite, z. B. ABC, als Grundfläche; durch eine Netz- 
konstruktion ergeben sich die Neigungswinkel cc^ß^y der Seiten BCD, 
CAD, A BD gegen ABC und der Inkugelradius q. Man lege um den 
Inkugelschnittpunkt J eine Kugel mit hinreichend großem Radius >q; 
sie schneidet die Seiten des Tetraeders in vier gleichen Kreisen. Die 
Projektion dieser Raumfigur auf eine zu ABC parallele Bildtafel 93 
läßt sich nach § 10 zeichnen, indem maii die in BCD, CAD, A BD be- 
findlichen Schnittkreise Ä, B, (E in einer zu 85 senkrechten Lage ab- 
bildet und dann zurückdreht; der Schnittkreis D in der Grundfläche 
ABC bildet sich als Kreis ab, dessen Durchmesser gleich den Achsen der 
Ellipsen ST, 85, ß (der Bilder von Ä, B, (E) ist. Nach § 12, 13. ergeben 
sich jetzt die Bilder der zwölf Winkelhalbierungsebenen der von den 
Ebenen }(;B;([;9 gebildeten Winkel und nach §12,12. die Bilder 
der 16 Steinerschen Tetraederachsen, die sich zu je vieren in acht 
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Punkten schneiden. Die Längen der Radien und die Bilder der Be- 
rührungspunkte der sieben „Ankugeln" erhält man vermittels der In- 
kugel durch Ahiilichkeitskonstruktionen. (Durch Drehung um einen 
beliebigen Durchmesser der Hilfskugel läßt sich die Raumfigur in 
beliebiger Lage abbilden.) Die Zeichnung erfordert ein großes Blatt 
wegen des meist erheblichen Abstandes von einer der drei in den äußeren 
Kantenwinkelräumen befindlichen Berührungskugeln. Eine Probe für die 
Richtigkeit der Konstruktion gewähren die schon vorhandenen Achsen- 
bilder JA, JB, JC, JD-, die nach § 12,14. hergestellten Bilder der 
Schnittpunkte von JA, JB, JC, JD mit den Winkelhalbierungsebenen 
stellen die gesuchten Kugelmittelpunkte dar. 

Weitere Aufgaben: 

Man zeichne in natürlicher Größe ein zylindrisches Litermaß, dessen 

S / — 

Oberfläche möglichst klein ist (Radius = Höhe =1/ -dm = 68,3 mm j. 

Man zeichne genau einen dreieckigen oder einen viereckigen 
Kugelhaufen aus gleichen Kugeln. 

Man stelle den Vorgang der orthogonalen und der zentralen Pro- 
jektion eines Zylinders, eines Kegels, einer Kugel samt dem wahren 
und scheinbaren Umriß perspektivisch in senkrechter Projektion dar. 

Man zeichne nach § 10 eiae Kugel in beliebiger Stellung mit 
einem System von Parallelkreisen, für welche die Cosinus der 

Polabstände der Reihe nach gleich -, —,—,•••• sind, indem 

man den Polradius in n gleiche Teile teilt (Engelisophoten, Linien 
gleichstarker Beleuchtung der Kugelfläche durch parallele Lichtstrahlen). 
Beispiel: n == 10. 

Man bestimme mittels der Isophoten einer einbeschriebenen 
Kugel die Mantelisophoten eines 
Zylinders, eines Kegels in be- 
liebiger Stellung und bei beliebiger 
Strahlenrichtung. 

§ 14, Dreiseitige Ecke und 

Kugeldreieck. 

Das Bild der dreiseitigen Ecke 
in beliebiger Lage und aus gegebenen 
Stücken läßt sich am einfachsten 
zeichnen, wenn entweder eine Seite 
und die beiden anliegenden Winkel, 
oder wenn zwei Seiten und der ein- 
geschlossene Winkel gegeben sind, 
und zwar auf Grund von § IL 

1. An einer Kante OA der Ecke den Neigungswinkel a 
herzustellen. 




Fig. 91. 



124 



III. Abacbnitt: Anwendimgeii. § 14. 



Ist AB€ das in der Ecke liegende Kngeldreieck, so braucht man 
nnr an die Hanptkreise AB, AC in A die Tangenten AD^ AE zu legen 
(nach § 3 im Bilde parallel den konjugierten Halbmessern yon 06^ 
OH von OA). Dann ist <^ DAE » a (Fig. 91). Ist JJ'JlOA die 
Achse der Ellipse H6, die den zu A ab Pol gehörenden Hauptkreis 
darstellt^ und zieht man H(H) und 0(6) J_ JJ' (oder AO) bis an 
m, so ist ^(H)0(G) = a in wirkUcher Größe. (H(H), G(G) sind 
Tangenten der Ellipsen AH, AG). 

2. Das Bild der Ecke mit zwei Neigungswinkeln cc, ß. 
Fig. 92. 

Man fallt nach §12,6. CD_LA0B, indem man den Hauptkreis 
ECF durch den Pol E von AB legt und zu OE die Parallele CD bis 

an die Schnittgerade OF der 
Ebenen ECF, OAB zieht. In 
der Ebene OAB aber fällt 
man die Lote DG, DH auf 
A, B (im Bilde also zeichnet 
man von D aus die Paral- 
lelen zu den Halbmessern der 
Ellipse AFB, die zu OA,OB 
konjugiert sind). Verbindet 
man C mit G und H, so sind 
CGD-a, CHD = /3 die Nei- 
gungswinkel an den Kanten 

OA,OB. Dabei ist ^ die 
HöheÄ^desKugeldreiecks 
^*8 ^^- ABC. Ebenso wie diese lassen 

sich die anderen Höhen und damit der Höhenschnittpunkt finden. 

Die Aufgabe 1., 2. für die rechtwinklige Ecke zu lösen bleibe 
dem Leser überlassen. 

Man beweise durch stereographische Projektion, daß sich die drei 
Höhen eines Kugeldreiecks in einem Punkte (und dessen Gegenpunkt) 
trefifen. 

Man zeichne die Figur zu dem indirekten, aber rein sphärischen 
Beweise dieses Satzes in § 68 Ton Chr. Gudermanns „Niederer 
Sphärik" 

Man lege durch jede Ecke eines Kugeldreiecks den auf der zu- 
gehörigen Höhe senkrechten Hauptkreis und zeige geometrisch, daß 
diese Hauptkreise ein Dreieck (eigentlich zwei Dreiecke) bilden, worin 
die Seiten durch die Ecken des ursprünglichen Dreiecks halbiert 
werden. (Man beweise diese Sätze auch durch Rechnung). 

3. Die Mitteltransversalen nt^, VXf,, Ute ^^^ Kugeldreiecks erhält 
man, indem man nach § 11,3. die Seiten AB,BC, CA halbiert, und 
durch eine Ecke und die Mitte der Gegenseite nach § 6 den Haupt- 
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kreis legt (Fig. 93). Siud z.B. OU, OV Halbachsen der EUipse BC, 
so hat man B(B), C(C)||OV bis an den Bildrand zn zeichnen, den 
Kreisbogen (B)(C) zu hälften und dann von der Mitte (P) aus (P)P 
II OV wieder bis an die Ellipse zu ziehen (selbstverständlich mit Be- 
nutzung des kleinen Scheitelkreises, der in der Figur weggelassen 
ist); dann ist das Bild ÄP des Hauptkreiees AP herzustellen. 



4. Die Winkelhalbierenden und der Inkreis des Kugel- 
dreiecks. Fig. 94. 

Die Bilder der Wiukelhalbierenden ergeben sich nach § 11,4. 
DemgemäS ist in Fig. 94 B' G' C das Bild des Hauptkreises 
zum Pole A, und G', das Bild der Mitte des Bogen» B'C, durch 
Projizieren auf den Bildrand 5R 
gefunden, nämlich durch Halbieren 

von(B')(C'). Legt man durch den 
als Schnittpunkt der inneren 
Winkelhalbierenden gefundenen Pol 
J des Inkreises die Lote JD, JE, 
JF zu den Seiten BC, CA, AB nach 
§ 12,6., so ist die Ellipse, welche 
die Seiten in den Fußpunkten be- 
rührt, das Bild des Inkreises. Die ^'e- 3J- 
Konstruktion dieser Ellipse kann z. B, nach § 12, 9. bewerkstelligt 
werden; einfacher noch auf Grund der Lehrsätze über Pol und Polare 
und konjugierte Durchmesser. Denn die Tangenten an die Ellipsen 
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in hf Yt, F kennt man als Tangenten an die Bc^en des Dreiecks ABC; 
nind in Fig, 95 I^ M^ X die Schnittpunkte dieser Tangenten miteinander, 
und K der Ellipsenmittelponkt, so fgAea LK, ME, NK dnreh die 
Mitten P, Q, R der Sehnen EF, FD, DE, wodurch E hestimmt ist; 
femer aber ist jeder der auf LE liegenden Halbmesser ES, ES' das 
geometrische Mittel ron EP und EL. Nun kann man die Ellipse 
aus dem Durehmesser SS' und der konjugierten Sehne EF nach § 3 
zeichnen. Noch einfacher ist die Eonstruktion nach § 10, i. zu machen, 
denn man hat das Bild eines Ereises mit gegebenem Pole J durch 
einen gegebenen Punkt D herzustellen. Übrigens kann man zur 
Probe den Pascalschen oder Brianchonschen Satz verwenden: LD, 
ME, NF mOssen ein Strahlbüschel bilden. 

Auf dieselbe Weise findet man die Bilder der Ankreise des 
Dreiecks. 

5. Die Mittellote und der Umkreis des Eugeldreiecks 
Fig. 96. 

Wie in 3. findet man erst die Bilder der Seitenmitten P, Q, R des 
Dreiecks, darauf nach § 11 die Mittellote PU, QU, RU. Nun hat man 

nach § 10 das Bild des Ereises 
mit dem Pole U und durch 
einen der Punkte A, B, C zu 
konstruieren. In der Fig. 96 
ist HH' die Achse des Haupt- 
kreisbildes AC, A(A) undC(C) 
J_ HH', (Q) die Mitte des 
Ereisbogens (A) (C), dann muß 
also (Q)Q auch JL HH' ver- 
laufen. Daß die Umkreisbogen 

Ad,^,'BÄ auch durch die 
Mittellote UQ, UP, UR halbiert 
werden, daran mag hierbei 
erinnert werden. Daher könnte 
man einen Nebenkreisbogen 

XY dadurch halbieren, daß man 
durch seine Endpunkte den Hauptkreis legte und dann den dazu senk- 
rechten Hauptkreis benutzte, der den Hauptkreisbogen XY halbiert. 

6. Die Polarecke einer gegebenen Ecke mit beliebig im 
Inneren gewähltem Scheitel zu zeichnen. Fig. 97. 

Fällt man nach § 11 von dem beliebig innerhalb des Kugel- 
dreiecks ABC gewählten Punkt P die Lote Ptt, PR, PS auf die Ebenen 
OBC, OCA, OAB, sowie die Lote PU, PV, PW auf die Kanten OA, OB, 
OC, so sind RPS, SPQ, QPR die Seiten und RUS, SVQ, QWR die 
Winkel der Polarecke. 
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Fig. 97. 



In Fig. 97 ist demgemäß zur Konstruktion von PV das Bild des 
Hauptkreises PB (Achse OE) nach § 6, dann das Bild des zu B als 
Pol gehörenden Hauptkreises (Achse 0J_L0B) nach §8, darauf das 
Bild ihrer Schnittgeraden OY als kon- 
jugierter Durchmesser zu OB in der 
EUipse BP hergestellt, endlich PV 
II OY bis an OB gezogen. Zur Kon- 
struktion von PQ ist das Bild A^ des 
Poles vom Hauptkreise BC nach § 8, 
das Bild des Hauptkreises A^P (Achse 
OL) nach § 6 und in ihm der zu OA^ 
konjugierte Halbmesser OQ^ gezeich- 
net, der nun das Bild der Schnitt- 
geraden der Hauptkreise A^P, BC ist; 
schließlich ist PQJIOAj bis an OQ^ 
gezogen. Bei der Ausführung der 
Figur beachte man, daß sich die 
Hauptkreise der Pole A, B, C paar- 
weise in den Polen der Hauptkreise BC, 
CA, AB treffen. Die Hauptkreisbilder 
selbst sind natürlich nicht notwendig, 
nur ihre Achsen werden benutzt. 

7. Die Polarecke einer gegebenen Ecke mit demselben 
Scheitel herzustelleu. Fig. 98. 

Nach § 8 hat man auf den Seitenebenen OBC, OCA, OAB die 
Lote OA', OB', OC nach außen zu errichten. Dabei sind offenbar 
A', B', C einfach Pole der Haupt- 
kreise BC, CA, AB. 

Man zeichne einePolarecke 
in beliebiger Lage aus gegebe- 
nen Maßen, z.B. aus a, fc, y nach 
§ 11, 3. und 4, messe dann die 
übrigen Stücke nach § 11, 3. 
und 4. aus und vergleiche die 
Ergebnisse der Messung mit 
denen der Rechnung. 

Man zeichne die Polarecke nach 
Fig. 92, indem man 6D bis J auf 
OH, imd HD bis K auf OG ver- 
längert und nun die Bilder von 
KM_L0BC, JL _L OAC zeichnet. 
Diese Lote begegnen einander in einem Punkte P auf CD, die Lote 
von K und J auf OC enthalten L, bez. M und haben gemeinsamen 
Fußpunkt N, und PLGDHMN ist die Polarecke in einer besonderen 




Fig. 98. 
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ni. Abschnitt: Anwendangen. § 15. 



Lage^ nämlich mit dem Höhenp unkte des Kageldreiecks^ das die 
Ecke OABC auf der Eagel um mit dem Radius OP bestimmt^ als 
Scheitel. Aus bekannten stereometrischen Sätzen folgt noch, daß, 
wenn Q, R und S die Schnittpunkte Ton JK mit OD, von CJ mit 
OM, und von KC mit OL sind, dann QP durch N, RP durch G, SP 
durch H geht. 

(Die Bilder der Schnittpunkte von Hauptkreisen, die durch ihre 
Pole gegeben sind, sind nach § 11,5. zu zeichnen. Das ist bei mehreren 
der Torstehenden Aufgaben zu beachten). 

§ 15. Das regjelmäßige Achsenkreuz und die Rotations- 
körper. 

1. Die Oktanten auf der Kugel. 

Zeichnet man in das Bild der Kugel nach § 8 Fig. 29 oder (falls 
die Verkürzungsverhältnisse gegeben sind) nach § 9 die Projektion 
eines „Dreibeines" OX.YZ und verlängert die Achsenbilder XO, YO, 





Fig. 99. 



Fig. 100. 



ZO um sich selbst bis X', Y',Z', so ist XX'YY'ZZ' die Projektion 
eines regelmäßigen Achsenkreuzes (z. B. der Oktaederachsen). Da jede 
der Achsen auf den beiden anderen senkrecht ist, so ist auch im Bilde 
die Hauptachse jeder der Ellipsen, die durch die Enden zweier Achsen 
geht, senkrecht zur dritten, während die Nebenachse auf dieser liegt 
(vgl. § 8, 5.). Durch Umlegen kann man für jede der Ellipsen den 
Nebenscheitelkreis finden und erhält so (nach Fig. 28) die drei Ellipsen, 
welche drei zueinander senkrechte Hauptkreise („Durchmesserebenen") 
der Kugel darstellen (Fig. 99). Fig. 100 zeigt die Oktanten isometrisch: 
hier bilden die Achsenbilder Winkel von 120^ miteinander. Her- 
gestellt wird die Figur nach Fig. 34 § 9; indem man dort OF gleich 
dem Kugelradius von Fig. 100 nimmt, erhält man in OC die Länge der 
vom Kugelmittelpunkt ausgehenden Halbachsenbilder des Achsenkreuzes. 
Da jedes solche Bild die um 90^ gedrehte lineare Exzentrizität der 
durch die Endpunkte der anderen bestimmten Ellipse ist, so liegen 
in der Figur 100 die sechs Achsenenden des Achsenkreuzes mit den 
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sechs Brennpunkten auf einem Kreise (regelmäßiges Zwölfeck!) (die 
Radien des Nebenscheitelkreises, des Brennpunktkreises und des Haupt- 
scheitelkreises verhalten sich daher wie yT : |/2 : ]/3). 

Die Kugel in Oktanten geteilt findet sich als Kieselskelett bei 
dem Wurzelfüßer Trissocyclus Sphaeridium. (Häckel, Kunstformen 
der Natur.) 

Hierbei mag daran erinnert werden, daß das vermutliche Organ 
des statischen Sinnes des Menschen nach Art der drei Oktantenkreise 
gerichtet ist. Denn von den drei halbkreisförmigen Kanälen („Bogen- 
gängen^^) im Felsenbein geht bei aufrechter Stellung des Körpers einer 
von vorn nach hinten, ein anderer 
von rechts nach links, beide in ver- 
tikalen Ebenen; der dritte aber ver- 
läuft in einer Horizontalebene. 

2. Das Bild des Würfels in 
senkrechter Projektion bei beliebiger 
Stellung zur Bildtafel erhält man, in- 
dem man in dem Bilde der Kugel 
(Radius =^ Würfelkante) die Bilder 
von drei aufeinander senkrechten Ra- 
dien -(z, B. nach Fig. 29) zeichnet, die 
man als zusammenstoßende Kanten 
des Würfels betrachtet. Die Ergänzung 
zum Würfelbilde geschieht dann durch 
Parallelen (Fig. 101). 

Aus dem Würfelbilde kann man 
die Bilder aller tesseralen Kristallformen mit Hilfe der hier benutzten 
Methoden (Umlegung, Hilfskreise und Hilfskugeln) ableiten. 

Das Bild des Rhombendodekaeders 
(„Granatoeders") erhält man z. B. durch 
Aufsetzen von gleichen vierkantigen Pyra- 
miden auf die Würfelflächen so, daß an 
derselben Würfelkante zusammenstoßende 
Pyramidendreiecke zu einem Rhombus ver- 
schmelzen; jede Würfelhalbachse ist ofiFen- 
bar zu diesem Zwecke um sich selbst nach 
außen zu verlängern (Fig. 102), man hat 
also im Bilde auf jeder Flächenachse vom 
Würfelmittelpunkte aus die Länge der zu 
ihr parallelen Würfelkanten abzutragen. Die 
beiden Kreise in Fig. 102 sind die zur 

Konstruktion der von ihrem gemeinsamen Mittelpunkt ausgehenden 
Würfelkantenbilder nach Fig. 29 benutzten Kreise; die Würfelhalb-; 
achsen sind ausgezogen, ihre Verlängerungen bis zu den sechs neuen- 

O. Bichter, Kreis und Kugel. 9 




Fig. 101. 




Fig. 102. 
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m. AbBchnitt: Anwendungen. § 15. 



Ecken des BhombeuzwölfBaches nur punktiert gezeichnet. Diese neuen 
Ecken^ die Pyramidenspitzen^ sind yierkantige^ die Würfelecken drei- 
kantige Ecken des Körpers. Da alle Pyramidenkanten yom Mittel- 
punkte des Würfels gleichen Abstand haben, und (wie aus einem Achsen- 
schnitte folgt) je sechs einer Würfeldiagonale parallel sind, so bilden 
viermal je sechs Kanten ein Prisma, dessen Querschnitt ein regel- 
mäßiges Secbseck ist. Verlängert man solche sechs Kanten auf das 
Vier- bis Sechsfache ihrer Länge, so entsteht die Figur der Bienen- 
zelle, in Fig. 103 unten senkrecht abgeschnitten dargestellt. Hier 

sind die Kanten, die parallel der Würfeldiago- 
nale AA' gehen, verlängert; AA' ist selbst die 
Achse der Zelle. Von den Grundecken der Zelle 
bilden drei ein Dreieck B'C'D', das zu dem 
von den Endpunkten der Körperkanten AB, AC, 
AD gebildeten Dreieck kongruent und parallel- 
seitig ist (ebe^so zu dem Dreieck der Gegen- 
ecken von A' in denjenigen Flächen des Granato- 
eders, die in A' zusammenstoßen). — (Es läßt 
sich sehr leicht zeigen, daß, wenn man von dem 
ebenen Qrundsechseck aus auf drei Längskanten, 
deren Ausgangspunkte ein regelmäßiges Dreieck 
B'C'D' bilden, gleiche Stücke B'B, CX, D'D ab- 
trägt und nun das sechskantige Prisma durch 
drei gleiche Rhomben BGCA, CEDA, DFBA, die 
in einem Punkte A der ZeDenachse zusammen- 
stoßen, schließen will, die Gesamtoberfläche 
der Zelle dann möglichst klein ist, wenn die 
Rhomben einem Rhombenzwölfflach angehören, 
oder also, wenn die Zelle nach Art einer Bienen- 
zelle abgeschlossen ist). 
Das Bild der Inkugel des Würfels ist in Fig. 101 natürlich der 
Kreis um die Mitte des Würfelbildes mit der Hälfte des Radius a, 
den der zur Konstruktion der Kanten benutzte Kreis hat, Li 
Fig. 101 ist auch noch die Umkugel hinzugefügt; ihr Durchmesser 
ist gleich der Diagonale eines Rechteckes, worin die eine Seite = a 
und die andere gleich der Diagonale d eines Quadrates mit der Seiten- 
länge a ist, denn dieses Rechteck ist kongruent mit dem Kanten- 
schnitt des Würfels. 

Der Radius der Kantenkugel des Würfels ist dagegen offen- 
bar gleich jd, Li Fig. 104 ist die Durchdringungsfigur des Würfels 
und der Kantenkugel samt den zugehörigen Hauptkreisen dargestellt. 
Die Durchdringungskreise haben die Mittelparallelen der Würfelflächen 
als konjugierte Durchmesser und sind hierdurch bestimmt, die Haupt- 
kreise haben je zwei Kantenachsen (Verbindungslinien der Mitten 




Fig. 103. 
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paralleler Gegen kanten) des Würfels als konjugierte Durclimesser, tind 
die zu den Würfelkanten parallelen Eugeldurchmeaser als Polachsen; 
die Pole selbst ergeben sich am einfachsten durch Verengerung der 
Flächenachsen des Würfels im Verhältnis des Kantenkugelradius zum 
Inkugelradius; ist F das Bild des Mittelpunktes f 

einer Fläche und trifft irgendein ßadius OGOr' 
die Bilder der Inkugel und der Kantenkugel in 
G und G', so bestimmt G'F' JJ GF auf OF das 
Bild F' des auf der Kantenkugel liegenden Poles. 

Die Figur 104 ist aus dem Kreise AR um ab- ^ 

geleitet, indem zu P als Pol in der Kugel, deren 
Bild der Kreis ist, der Hauptkreis und in 
diesem zwei konjugierte Halbmesser konstruiert 
■wurden; die Bilder dieser Halbmesser und OP 
sind die drei verdeckten Kanten des Würfel- -ä'- 

bildes; OÄ und OR sind die Halbmesser, auf j.,g „j^ 

welchen die Achsen des Bildes jenes Hauptkreises 

liegen, also ist OA = OR die wirkliche Länge der Würfelkante oder 
des Inkugeldurchmessers, dagegen AR die wirkliche Länge des Kanten- 
kugeldurchmessers (das Bild der Inkugel ist in der Figur weggelassen). 
Die Berührungspunkte der Durchdringungskreise mit dem Kugelamriß 
werden nach § 10, i. gefunden. Man kann zur Zeichnung der Figur 
auch von dem Oktantenbilde aus kommen (Fig. 99), indem man im 
Bude nach § 11 die einzelnen Bogen halbiert und durch die Mitten 
die Parallelen zu den Achsen zieht. 

Man zeichne im Anschluß hieran und an die Aufgabe vom Knie- 
rohr die Durchdringungsfigur der drei dem Würfel einbeschriebenen 
Zylinder mit Hilfe der Inkugel des Würfels. Jede von den sechs 
Durchdringungsellipsen hat eine Kanteuachse und die dazu recht- 
winklige Flächenachse des Wurfeis als Achsen (im Bilde daher als 
konjugierte Durchmesser), und die Durchdringungaellipsen treffen ein- 
ander zu dritt in Punkten der Würfeldii^onalen. Das Bild ist also 
sehr leicht zu zeichnen. 

3. In eine Kugel einen Würfel zu zeichneu, der einen 
gegebenen Pnnkt S als Ecke hat. 

(Die Aufgabe enthält noch eine Unbestimmtheit). 
Man beachte, daß, wenn SS' eine Würfeldiagonale ist, die übrigen 
sechs Ecken zwei um 60* g^eneinander gedrehte regelmäßige Dreiecke 
bilden, deren Mittelpunkte SS' dritteln. Also bestimme man (Fig. 105) 
die Scheitelkreise der Bilder der Nebenkreise, welche SOS, als Pol- 
achse haben und SS' dritteln, und dann mittels der Scheitelkreise die 
Bilder zweier um 60" gegeneinander gedrehter gleichseitiger Dreiecke, 
die jenen Nebenkreisen einbeschrieben sind. Nun bilden deren Ecken 
zusammen mit S und S' das Bild des Würfels. 
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ni. Abschnitt: Anwendungen. § 16. 



Die Aufgabe, um eine Kugel den Würfel zu zeichnen, wird 
auf die yorige zurückgeführt, indem man dann auch die Umkugel 
kennt. Die drei Kugeln des Würfels stehen in dem durch Fig. 106 





Fig. 106. 



Flg. 106. 



ausgedrückten einfachem Zusammenhang, wie nicht weiter bewiesen 
zu werden braucht. Ist die Inkugel und der Berührungspunkt P 
einer Seitenfläche des W^ürfels gegeben, so wird man 

4. in die Kugel ein Oktaeder zeichnen, von welchem P 
eine Ecke ist (Fig. 107), indem man zu POP' als Polachse den Haupt- 
kreis und in ihm ein Quadrat in beliebiger Lage herstellt. Dann 
wird man dem hiermit entstandenen Oktaeder den Würfel umbe- 
schreiben; indem man durch jede Ecke des Oktaeders Parallelen zu 
seinen Diagonalen legt, ergeben sich die Kantenmitten des Würfels. 
— Die Aufgabe dagegen, um eine Kugel ein Oktaeder zu zeichnen, 
führt auf 3. zurück. Wenn man jede Würfelhalbachse um das Dop- 
pelte (also auf das Dreifache) verlängert, erhält man die Ecken des 
Oktaeders. 

Andere Lösungen ergeben sich durch umdrehen. Z. B. zur Lösung 
von 3. drehe man die Kugel um den zur Bildebene 35 parallelen und zu S S' 





Fig. 107. 



Fig. 108. 



senkrechten Durchmesser, bis SS'_L93 geworden ist; dann ist das 
Bild des Würfels ein regelmäßiges Sechseck im Kugelumriß (iso- 
metrische Projektion), das in irgendeiner Stellung gezeichnet werden 
kann. Dann wird durch Zurückdrehen das verlangte Würfelbild gefunden. 
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Ähnlicli drehe man bei 4. die Kugel, bis PP'_L35 geworden ist; 
das Bild des Oktaeders ist dann ein Quadrat im Kugelumriß. In 
dieser Stellung (Fig. 108) ist auch der Zusammenhang der drei Okta- 
ederkugeln leicht darstellbar. In Fig. 107 ist Inkugel und Kanten- 
kugel des Oktaeders mitgezeichnet. Man zeichne die Durchdringungs- 
figuren des Oktaeders mit seiner Käntenkugel. 

5. Um oder in eine Kugel ein regelmäßiges Tetraeder 
zu zeichnen. 

Der Mittelpunkt des Tetraeders teilt jede Höhe im Verhältnis 
3 : 1. Hieraus ergibt sich sofort die Figur, die die Beziehungen der 
drei Tetraederkugeln zueinander zeigt (Fig. 109): OQ = |^OS'; QR 

Soll von einem gegebenen Punkte S aus ein Tetraeder in die 
Kugel gezeichnet werden, so zeichnet man auf der Kugel den*Gegen- 

T. 





Fig. 109. 



Fig. 110. 



punkt S' von S, teilt von. OS' die Strecke OQ^'^OS' ab, zeichnet 
nach § 10,1. den Nebenkreis durch Qj_S8', und in ihn ein regel- 
mäßiges Dreieck (Fig. 110). Soll aber das Tetraeder um die Kugel 
gezeichnet werden (z. B. mit gegebenem Berührungspunkte), so zeichnet 
man eines in die Kugel und verlängert dann die von auf dessen 
Seitenflächen gefällten Lote auf das Dreifache der Abstände der Ecken 
von 0; dann sind die Enden der Verlängerungen die Ecken des der 
Kugel umbeschriebenen Tetraeders. Die Lote auf die Seitenflächen 
des einbeschriebenen Tetraeders sind aber die Verbindungslinien von 
mit den Mitten der Flächen, und diese Mitten findet man durch 
die Mitteltransversalen. 

6. In eine Kugel ein regelmäßiges Ikosaeder mit einer 
gegebenen Ecke S zu legen. 

Das regelmäßige Ikosaeder und das regelmäßige Dodekaeder weisen^ 
auf einer Kante stehend, drei Paare von Parallelkanten auf in 
den drei Hauptrichtungen, so daß jedes der von einem Paare gebil- 
deten Rechtecke zu den beiden anderen Rechtecken symmetrisch senk- 
recht ist. 
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ni. Abschnitt: Anwendungen. § 15. 



Sind SyS' Gegenecken des Ikosaeders^ so liegen die übrigen 
zehn Ecken in zwei zu SS' senkrechten Ebenen^ deren Schnittpunkte 
mit SS' YyY' seien ; und bilden darin zwei gleiche regelmäßige, um 
ein Zehntel eines YoUwinkels gegeneinander gedrehte Fünfecke mit 
den Mittelpunkten Y,Y', so daß sie, in der Richtung SS' projiziert, 
ein regelmäßiges Zehneck ergeben. Dabei ist jede Ecke die Spitze 
einer fünfseitigen Pyramide. In Fig. 111 ist z. B. in der oberen zu 
SS' senkrechten Ebene das Fünfeck TUVWX, in der unteren T'U'V'W'X' 
gelegen, und diese Ebenen senkrecht znr Zeichenebene angenommen, 
bei einer Stellung des Körpers, in welcher die zu den Ecken TT' 
gehörenden Pyramidengrundflächen SXW'V'U, S'X'WVU' ebenfalls auf 
der Zeichenebene lotrecht stehen; in diesen Fünfecken erscheinen die 

S 





Fig. 112. 

Seiten W'V, WV als Punkte, ebenso die Diagonalen XU, X'U'. Dann 
muß aber, weil im regelmäßigen Fünfeck eine Diagonale (z. B. UX) 
die dazu senkrechte Höhe golden teilt, SU der goldene Abschnitt Ton 
UW, also auch SY der goldene Abschnitt von YY' sein, ebenso 
S'Y'. Bilder von drei Paaren zueinander rechtwinkliger Kanten sind 
TS, S'T'; XX', UU'; VW, W'V. Da aber TS, S'T' || 33 sind, so 
sind auch XX', UU' II 35, und also ist TS = S'T' = XX' gleich der 
Kantenläuge des Ikosaeders und XX' JL ST. Hierdurch ist die Fig. 111 
völlig bestimmt. Damit ergibt sich auch folgende Lösung der Auf- 
gabe: Man teile die gegebene Diagonale SS' in drei Teile so, daß 
jeder der beiden äußeren sich zum inneren verhält wie der goldene 
Abschnitt irgendeiner Strecke zu dieser Strecke selbst (oder man teile 
den Radius OS in Y so, daß sich SY : YO wie der goldene Abschnitt 
einer Strecke zu ihrer Hälfte verhält). Durch die Teilungspunkte 
Y, Y' lege man die Kreise der Kugel, die senkrecht zu SS' sind, und 
zeichne mittels deren Scheitelkreise zwei um 36® gegeneinander ge- 
drehte regelmäßige Fünfecke (es genügt, in den Kreis Y ein regel-. 
mäßiges Zehneck zu legen, fünf abwechselnde Ecken davon beizube- 
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halten^ dagegen die fünf anderen um eine Strecke Ton der Länge YY' 
in der Richtung YY' zu verschieben); so ist Fig. 112 entstanden. 

Die Eantenkugel erhält man, indem man einen Teil der Figur 111 
gleich an den umgelegten Durchmesser (8)(S') des Bildes 112, der 
zur Konstruktion der Nebenkreise Y,Y' diente, anlegt ((S)(T)(W')(S')). 
Das Lot von auf (S)(T) ist der Kantenkugelradius, das Lot auf 
(T)(W') der Inkugebadius, denn in Fig. 104 stellt TW'V eine zur 
Zeichenebene senkrechte Ikosaederfläche dar. 

7. In eine Kugel ein regelmäßiges Dodekaeder zu legen 
mit gegebener Ecke S. 

In Fig. 113 sei das Dodekaeder zunächst so gestellt gedacht, daß 
die Körperdiagonale SOS^ parallel der Projektionsebene ist und auf- 
recht steht. Die übrigen 18 Ecken liegen in vier wägerechten Ebenen: 
S, S' am nächsten sechs Ecken, die 
zwei regelmäßige Dreiecke büden, P Q T, 
P'Q'T', deren Mittelpunkte (auf SS') 
M, M^ seien. In zwei nach zu lie- 
genden Ebenen, die ebenso wie die 
Dreiecksebenen PQT, P'Q'T' recht- 
winklig zu SS' sind, befinden sich 
halbregelmäßige Sechsecke WXYZUV, 
W'X'Y'Z'U'V',derenSeitenabwechselnd 
gleich der Seite (z. B. S T) und der Diago- 
nale (z. B. PX) des Seitenfünfecks sind; 
die Mittelpunkte dieser Sechsecke 
seien N, N'. Das Dodekaeder ist in 
Fig. 113 so gedreht dargestellt, daß die Kanten ST, S'T', folglich auch 
WZ' und WZ parallel, dagegen UV, U'V senkrecht zur Zeichenebene 
sind; Vü', WZ' müssen Mittellote voneinander sein, und ST, S'T', 
WZ' geben die Kantenlänge an; dann ist auch im Bilde WZ'J_ST 
und deckt sich mit W'Z, und die vier Flächen, die von den Kanten 
UV, U'V ausgehen, erscheinen geradlinig (IJVPSQ, ÜVY'T'X', 
U'V'P'S'Q', U'V'YTX), ebenso die je zwei zu ihnen parallelen 
Diagonalflächen (SWQ'P'Z', TWY'X'Z), denn sie sind senkrecht zur 
Zeichenebene; PQ, XY, P'Q', X'Y' sind Parallelkanten eines dem Do- 
dekaeder einbeschriebenen Würfels, dessen übrige Kanten als Parallelen 
zur Zeichenebene in wirklicher Größe erscheinen (PX, XQ', Q'Y', Y'P; 
P'X',X'a,aY,YP'). Im Fünfeck SPVUQ ist nun wieder SP der 
goldene Abschnitt von PV, folglich im Bilde SM der goldene Ab- 
schnitt von MN (ebenso S'M' von M'N' « MN); im Fünfeck PVY'Z'W 
wird jede von P nach Y'Z' gezogene Transversale durch VW golden 
geteilt, folglich ist auch MN (ebenso M'N') der goldene Abschnitt 
von NN'; hieraus aber folgt, daß SN = NN' = N'S' ist, d.h. 
daß die beiden inneren zu SS' senkrechten Ebenen diese 




Fig. 113. 
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in. Abschnitt: Anwendungen. § 15. 



Strecke SS' dritteln. Die drei von S ausgehenden Kanten bilden 
eine senkrechte^ regelmäßig dreiseitige Pyramide, ebenso die Ton S' 
ausgehenden; die Pyramiden haben SS' als gemeinsame Achse und 
sind um 180^ oder was auf dasselbe hinauskommt um 60^ gegen- 
einander gedreht, so daß ihre Projektionen in der Richtung SS' 
ein regelmäßiges Sechseck PiQ^TiP^Q^T^ mit dem Radius MT 
geben. Bei dieser in Fig. 114 gezeichneten Projektion erscheinen 
selbstverständlich die Bilder von S und S', S^ und S^ genannt, in 
der Mitte, die Bilder der oben genannten Dreiecke PQT, P'Q'T' bilden 
ein regelmäßiges Sechseck PiQ^T^P^Q^Tj umS^, und die übrigen zwölf 
Ecken ein halbregelmäßiges Zwölfeck Ü^Vi Y^'Z^W^XiH; V^'Y^Z, W^X; 
in einem Kreise. Aber TWQ'V'QVT'W ist ein dem Dodekaeder ein- 
beschriebener Würfel, und da dessen Kanten TQ, WV, Q'T', VW 
parallel zur Bildtafel liegen, so müssen die beiden auf ihnen senkrechten 
Würfelflächen TWtt'V, ttVT'W im Riß Fig. 114 geradlinig erscheinen. 
Demnach liegen W^ und V^ auf den Verlängerungen der Sechsecks- 
seite TjQj, ebenso V^Wj auf QiTj. Ebenso beweist man mittels des 
Würfels TU'P'ZPZ'P'T'U, daß U; und Z^ auf T,P;, Z; und U^ auf 
T^Pj liegen, endlich entsprechend, daß X^ und Y^ der Linie P^Q^^ 
Yj und X^ aber P^Qi angehören (der Grandriß hat noch viele andere 
bemerkenswerte Eigenschaften, die sich leicht ohne jede Rechnung 
ableiten lassen; so z. B. ist jede Verlängerung einer Seite des inneren 
Sechsecks gleich dem goldenen Abschnitt dieser Seite, z. B. Q[ X^ ist 
der goldene Abschnitt von PiQj (oder von S^Pi), weil P^X^^T^Wj^ 
zwei einander in Q{ begegnende Diagonalen eines regelmäßigen Fünf- 
ecks darstellen; femer verhalten sich 
die Radien der beiden Kreise wie die 
Seite eines Quadrates zu ihrer Diago- 
nale; denn wegen der Gleichheit ab- 
wechselnder Seiten in dem äußeren 
Zwölfeck ist z. B. ZiX;ViZ;XiV; ein 
regelmäßiges Sechseck, also ähnlich 
PiQ;TiP;QiT;, daher verhalten sich 
die Diagonalen QiPi^Z^Vj der Sechs- 
ecke wie ihre Radien; aber QjPi ist 
das Bild einer zur Projektionstafel der 
Fig. 114 parallelen Kante eines dem 
Dodekaeder einbeschriebenen Würfels 
ttiPiXiYia;P;X;Y;, undZ^Vi das Büd 
einer ebenfalls zur Projektions ebene parallelen Flächendiagonale eines 
anderen einbeschriebenen Würfels ZiSiViXjZjSjVjXi (denn Z^ und V^ 
liegen mit Uj, W^, X^, Y^ gleich weit von der Projektionstafel entfernt)^ 
also verhält sich QiPi zu Z^V^ wie die Kante eines Würfels zu seiner 
Flächendiagonale. 




Fig. 114. 
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Die Fig. 114 kaan man samt ihren Eigenschaften auch ans dem 
Bilde 113 ableiten, indem man die daselbst dargestellte Raumfigur um 
den zur Bildtafel parallelen Durchmesser dreht, dessen Projektion die 
Gerade VOV ist). 

Hiernach ergibt sich folgende Konstruktion {Fig. 115): Man 
drittele SS' durch N, N', teile NS, N'S' durch M, M' golden, so daß 
der längere Abschnitt nach innen zu liegt, nnd zeichne die Kugel- 
kreise durch M und N X SS'. Im Bilde genügt es, nach Umlegung 
Ton SS' in die Lage (S)(S'), um M und N die beiden Paare der 
Scheitelkreise der die Kugellireise darstellenden Ellipseu und außer- 
dem um N noch den großen Scheitelkreis der Ellipse M zu zeichnen. 
In den letzteren, um N gezogenen 
Kreis beschreibe man in beliebiger 
Lage ein regelmäßiges Sechseck 
12345 6, verlege drei abwechselnde 
Ecken, z. B. 1, 3, 5 durch Paral- 
lelen zu S'S von der Länge NM auf 
den . Hauptscheitelkreis um M, und 
zeichne die zu diesen Punkten ge- 
hörigen Ellipsenpunkte P, Q, T. 
Dann verlängere man 1 2 und 3 2, 
5 6 und 16, 3 4 und 5 4 in der 
durch die Ziffernfolge angegebenen 
Richtung bis an den Hauptscheitel- 
kreis der Ellipse N, und zu den Fig. us. 
sechs so erlangten Punkten suche man die zugehörigen Punkte 
UVWXYZ auf der Elhpse N. Die Bilder der übrigen Ecken P', 
Q; T', U', V, W, X', Y', Z' erhält man durch die Symmetrie zu 0. 

Kantenkugel und Inkugel werden durch Einlegen der Figur 113 
z. B. an (S)O(S') gefunden: der Kreis um in Fig. 113, der ST be- 
rührt, ist das Bild der Kantenkugel, der Kreis mit SV ab Tangente 
das Bild der Inkugel. 

Die Aufgaben, um eine Kugel ein Dodekaeder oder ein 
Ikosaeder zu zeichnen, z. B, mit einem gegebenen Berührungs- 
punkt A, sind hiernach leicht zu tosen, indem man in die g^ebene 
Kugel ein regelmäßiges Ikosaeder, bez. Dodekaeder zeichnet und nun 
aus ihm den gewünschten Korper durch Verlängerung der Inkugel- 
berührungsradien in dem aus Fig. 113, 111 bekannten Verhältnis des 
Inkngelradius zum Umkugelradius ableitet; oder indem man von vorn- 
herein aas dem gegebeneu Inkngelradius den Umkugelradius herstellt, 
damit die Umkugel um zeichnet und OA bis zum Schnitt B mit ihr 
verlängert. Der durch A gelegte Nebenkreis der Umkugel mit OB als Pol- 
achse enthält dann eine Fläche des zu zeichnenden Körpers, es genügt 
also, auf diesem Nebenkreis irgend einen Punkt S als Ecke zu wählen. 
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Fig. 116. 



8. Freie Darstellung^) der regelmäßigen Körper in senk- 
rechter Projektion bei gegebener Kantenlänge a, 

I. Würfel (Fig. 116). Mit Hilfe eines umbeschriebenen Zylin- 
ders*): (0)(M) halbe Würfelkante, senkrecht dazu (M)(N) = der Diago- 
nale eines Quadrates von der 
Seitenlänge (O'I(M); Parallelen 
(0)0, (M)M, (N)N in behe- 
biger Richtung werden von 
einem Lot OMN durchschnit- 
ten; die Kreise um M mit MN 
und mit (M) (N) sind die 
Scheitelkreise einer Ellipse, 
welche den Umkreis einer 
Würfelfläche darstellt. Mit 
ihrer Hilfe und mittels zweier 
zueinander senkrechter Durch- 
messer wird das Bild AB CD 
eines Quadrates hergestellt und 
die Symmetriefigur A'B'C'D'mit 
Beziehung auf hinzugefügt. 
IL Das Tetraeder: Man nimmt zwei windschiefe Seitendiagonalen 
auf gegenüberliegenden Würfelflächen, z. B. AC, B'D'. Oder mit Hilfe 
eines dem Tetraeder umbeschriebenen Kegels, Fig. 117: (S)(N) = der 
ß) S Tetraederkante, (S) (L) = 

(N)(L) = der Höhe eines 
gleichseitigen Dreiecks über 
(S)(N), (S)(0) J.(N)(L); 
ParaUelen (S)S, (0)0, (N)N 
in beliebiger Richtung wer- 
den von einem Lote SON 
durchschnitten; mittels der 
Kreise um mit ON und 
mit (0)(N) wird das Bild 
PQR eines regelmäßigen Drei- 
ecks hergestellt. PQRS ist 
Bild eines regelmäßigen Tetraeders in senkrechter Projektion, 
ni. Das Oktaeder: Mittels des dem Halboktaeder umbeschriebenen 
Kegels, Fig. 118: (S)(T) - der Oktaederkaute, (S)(T)(S')(T') Quadrat 
mit Diagonalpunkt (0); die in beliebiger Richtung gezogenen Paral- 





Fig. 117. 



das 



1) Von dem Zwange der Umkugel befreite und von Hilfsdrehungen im 
Grund-, Auf- oder Seitenriß unabhängige Darstellung. 

2) Insofern von den Umkreisen zweier gegenüberliegender Würfelflächen 
ausgegangen wird, wenn auch in der Konstruktion nur einer von beiden be- 
nutzt wird. 
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lelen (S)S, (T)T, (0)0, (SOS' werden von einem Lote STOS' durch- 
schnitten, und das Bild QRQ'R' eines Quadrates mittels der Kreise 
um mit den Radien OT,(0)(T) hergesteUt; so ist SQRS'Q'R' das 

(S) S 





Fig. 118. 

Bild eines Oktaeders. Hierbei ist der Ki*eis mit (0)(T) das Bild der 
Umkugel des Oktaeders. 

IV. Das Ikosaeder: In Fig. 111 ist TS (und T'S') gleich der 
wirklichen Kantenlänge, ebensowie UX'(U'X), weil die Kanten TS, 
UX' der Bildtafel parallel liegen. FäUt man UZ J_ W'T', so ist daher 
UZX' ^ TYS, folglich YT = ZU = Y'Y. Aber YT ist gleich dem 
Radius des Fünfecks TUVWX, da ja dessen Kante VW _L zur Bild- 
tafel ist. Folglich ist der Radius dieses Fünfecks gleich der 
Entfernung YY' der beiden Fünfecksebenen voneinander. 

Hiemach hat man folgende Konstruktion (Fig. 119): Man zeichne 
ein regelmäßiges Fünfeck mit der Seitenlänge a. Dann lege mau 
(Y)(YO und (Y)(N) 
rechtwinklig hin, und 
zwar gleich dem Ra- 
dius d des Fünfecks; 
(Y')(Y) verlängere man 
um den goldenen Ab- 
schnitt e von d bis (S) 
und halbiere (Y')(Y) 
in(0\ Parallelen (0)0, 
(Y)Y,(N)N,(S) Sin be- 
liebiger Richtung wer- 
den von einem Lote 
OYNS durchschnitten; Fig. 119. 

mittels der Kreise um 

Y mit YN und mit (Y)(N) wird das Bild TUVWX eines regel- 
mäßigen Fünfecks gezeichnet; S,T,U,V,W,X und deren Gegenpunkte 
für sind im Bilde die Ecken des Ikosaeders. — Ein regelmäßiges 
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Ikosäeder aus Kiesel beherbergt der Körper des Wurzelfößers Circogonia 
icosahedra (Häckel)^). 

Die Projektion des Ikosaeders durch Strahlen parallel einer 
Kantenachse ist in Fig. 111 dargestellt. Sollen sie parallel einer 
Eckenachse sein, z. B. || SS', so fallen S, S' im Bilde mit der Mitte 
zusammen, während die Bilder der übrigen Ecken, nämlich der 
Fünfecke TUVWX, T'U'V'W'X' ein regelmäßiges Zehneck um er- 
geben. Was die Projektion parallel einer Flächenachse betrifft, so 
denke man sich die Fig. 111 abgebildete Eaumfigur (worin man sich 
UVWX' vom, U'V'WX hinten vorstelle) um den zur Bildtafel paral- 
lelen Durchmesser gedreht, dessen Projektion die Gerade VW ist, bis 
die Flächen STU, S'T'U' parallel der Bildtafel geworden sind. Ihre 
Bilder geben dann ein regelmäßiges Sechseck um 0, und die Projek- 
tionen der übrigen sechs Körperecken WV'X',W'VX ein konzentrisches, 
ähnlich liegendes Sechseck, da im Räume z. B. WX' || SU ist (im 
Fünfeck SUX'T'W). Die Seiten der Dreiecke, durch deren Über- 
einanderlagerung die Sechsecke entstehen, sind gleich SU, bez. WX' 
selbst, und die Seiten oder Badien der Secksecke verhalten sich wie 
die Seiten der Dreiecke; SU aber ist der goldene Abschnitt von WX' 
(Seite und Diagonale eines regelmäßigen* Fünfecks SUX'T'W), daher 
ist Radius oder Seite des inneren Sechsecks gleich dem gol- 
denen Abschnitt von Radius oder Seite des äußeren. Das 
Bild läßt sich hiernach leicht zeichnen. Es folgt noch, daß die Ent- 
fernung entsprechender Ecken der Sechsecke voneinander gleich dem 
goldenen Abschnitt der Seite des inneren Sechsecks ist. 

V. Das Dodekaeder. Denkt man sich in Fig. 113 das Dodeka- 
eder auf der Fläche Ü'V'P'S'Q' stehend, so liegen die übrigen Ecken 
in den drei zur Grundfläche parallelen Ebenen XYW'T'Z', X'Y'WTZ, 
UVPSQ; die inneren der vier Parallelebenen haben gleiche Abstände d 
von den nächstliegenden äußeren, ihr gegenseitiger Abstand sei 6, und 
d -^ e mit f bezeichnet. Die Mittelpunkte der in jenen Ebenen ent- 
haltenen vier Fünfecke liegen auf dem gemeinsamen durch gehenden 
Lote; der Mittelpunkt der Grundfläche sei K, der des Fünfeckes 
T'Z'XYW' sei L. Dann sind KS', LT' die Radien der Fünfecke in 
wirklicher Größe. Da aber im regelmäßigen Fünfeck jede von einer 
Ecke nach der Gegenseite gehende Transversale von der zu dieser 
Seite parallelen Diagonale golden geteilt wird, so ist T'Y' der goldene 
Abschnitt von Y'V, also e der goldene Abschnitt von d, folglich auch 
d der goldene Abschnitt von /'. Jede Seite des Fünfecks T'Z'XYW' 
ist aber eine Diagonale in einer Dodekaederfläche, also auch gleich 
der Diagonale des Grundfünfecks U'V'P'S'Q'; weil nun die Seite eines 
regelmäßigen Fünfecks gleich dem goldenen Abschnitte seiner Diago- 

1) Abbildung in den „Kunstformen der Natur" von E. Häckel. 
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nale ist, so ist wegen der Ähnlichkeit der beiden Fünfecke auch der 
Kadius KS' des kleineren gleich dem goldenen Abschnitte vom Radius 
LT' des größeren. Fällt man also S'J_LT'Y, so ist LJ der goldene 
Abschnitt von LT', demnach JT' der goldene Abschnitt von LJ oder 
von KS'. Fällt man noch ZH_LT'Y, so ist wegen der Gleichheit 
und Rechtwinkligkeit der Strecken S'T', WZ' S'T'J^WZ'H, daher 
JT' = WH = e. Hiemach ist e der goldene Abschnitt von KS', also 
£S' oder L J = d, und daher LT'==^/'. Hiermit ist bewiesen: der 
Radius einer Seitenfläche ist gleich ihrem Abstände von 
dem ihr zunächst liegenden Diagonalfünfeck, und der Radius 
eines Diagonalfünfecks gleich seinem Abstände von der 
entfernteren der beiden zu ihm parallelen Seitenflächen. 

Die Konstruktion des Dodekaederbildes, die sich hieraus ableiten 
läßt, ist eine der einfachsten von allen, die es überhaupt gibt (Fig. 120): 
Zunächst stelle man wie 



(1) 



d (G) 




Fig. 120. 



in IV. den Radius d des 
Fünfecks her, das die 
gegebene Kanten- 
länge a als Seite hat. 
Nun wird (K)(L) = d 
um seinen goldenen Ab- i «, \-/ 
schnitt (L)(L') = e ver- W ■■^'^-^-._::;--^. 
längert, rechtwinklig "^""^- 

dazu (K)(G) = c? und 
(L)(F) = rf + e abge- 
tragen und die Mitte 
(0) von (L)(L') herge- 
stellt. Parallelen (K)K, 
(G)G, (L')L, (F)F, (0)0 in beliebiger Richtung werden von einem 
Lote KGLFO durchschnitten; mit Hilfe der Kreise um K mit den 
Radien KG und (K)(G), um L mit den Radien LF und (L)(F) 
werden die Bilder U'V'P'S'Q', XYW'T'Z' zweier gleichliegender 
Fünfecke gezeichnet; dann geben ihre Eckpunkte und deren Gegen- 
punkte für das Bild eines Dodekaeders mit der Kante a in senk- 
rechter Projektion. — 

Besondere Fälle der Dodekaederprojektion sind namentlich diese 
drei: Projektionsstrablen parallel einer Kantenachse, Fig. 113; parallel, 
einer Eckenachse, Fig. 114; parallel einer Flächenachse: man denke 
sich die in Fig. 113 dargestellte Raumfigur durch Strahlen || OK pro- 
jiziert, dann geben die Fünfecke PSttUV, P'S'Q'U'V ein regelmäßiges 
Zehneck, und die Fünfecke WTZX'Y', W'T'Z'XY ein konzentrisches 
ähnlich liegendes Zehneck, und zwar ist der Radius KS des inneren 
Zehnecks nach dem über die Fünfecke vorhin geführten Beweise der 
goldene Abschnitt vom Radius LT' des äußeren. In derselben Be- 
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Ziehung stehen also anch die Seiten der Zehnecke zneinander. Die 
Entfernung entsprechender Ecken der beiden Zehnecke von- 
einander ist gleich JT', weil S, T', J mit OK in einer Ebene liegen, 
folglich, da JT' (wie oben bewiesen) der goldene Abschnitt von KS', 
auch gleich der Seite des inneren Zehnecks. 

Man zeichne die Bilder der Raumfiguren, die dadurch entstehen, 
daß man um alle Ecken eines regelmäßigen Körpers Kugeln 
beschreibt, deren Durchmesser gleich den Kanten sind. Die 
so dem Tetraeder entsprechende Figur ist in der Natur nicht selten 
(z. B. Pollentetrade bei Rhododendron oder beim Rohrkolben Typha). 

Man zeichne die Spuren der Kanten und der Ebenen eines regel- 
mäßigen Körpers auf einer seiner Flächen, oder auf der Bildebene, bei 
besonderen Lagen des Körpers zu ihr. 

Man zeichne auf Grund der hier benutzten Sätze und Konstruk- 
tionen die Bilder der regelmäßigen Körper, wenn diese gleichen üm- 
kugelradius, oder gleichen Inkugelradius, oder gleichen Kantenkugel- 
radius, oder gleiche Kantenlänge haben (Fig. 119, 120 sind Bildier 
eines Ikosaeders und eines Dodekaeders mit gleicher Kantenlänge d). 
Man zeichne femer die Bilder der fünf sphärischen Elementardreiecke 
der regelmäßigen Körper auf der Umkugel, und das ganze Netz der 
Hauptkreisbogen, die auf der Umkugel. eines regelmäßigen Körpers zu 
den Kanten als Sehne gehören; femer das Bild eines regelmäßigen 
Körpers mit der Inkugel und den Reihen von Berührungskugeln, die 
in die Räume zwischen ihr und den Seitenflächen in die Körperecken 
einbeschrieben werden können (Aufgabe 8 und 10 § 13). Man zeichne 
die Durchdringungen der regelmäßigen Körper mit ihren Kantenkugeln; 
die Durchdringung der beiden einem Würfel einbeschriebenen oder 
einem Oktaeder umbeschriebenen Tetraeder („hexaedrische" oder „okta- 
edrische" Durchdringung); die stereometrische Ableitung eines Dodeka- 
eders aus einem Hexaeder, eines Ikosaeders aus einem Oktaeder. Man 
zeichne das Bild der Durchdringung eines Hexaeders und eines Okta- 
eders mit gemeinsamen Kantenmitten, ebenso eines Dodekaeders und 
eines Ikosaeders. 

9. In Fig. 121 bis 124 sind die Keplerschen (122, 123) und die 
Poinsotschen (121, 124) regelmäßigen Sternpolyeder mit Hilfe 
der Konstruktionen der Fig. 119 und 120 ausgeführt; man kann sie 
so in ganz beliebiger Stellung rasch zeichnen. Man leite sie auch 
durch Erweitern der Seitenflächen ihrer Kemkörper ab (also 121, 
122, 123 aus dem Dodekaeder^ 124 aus dem Ikosaeder). Sie sind hier 
unter der Voraussetzung gleicher äußerer Umkugeln gezeichnet. 

10. In Fig. 125 ist die Durchdringung zweier einem Dodeka- 
eder einbeschriebener Würfel dargestellt. Da je zwei Diago- 
nalen eines Fünfecks einen Endpunkt gemeinsam haben, so müssen 
zwei solchen Würfeln zwei Gegenecken gemeinsam sein, und da die 
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Dii^onalen eines regelmäßigen Fünfecke einander golden teilen, bo gilt 
daaselbe Ton den einander durchdringenden (in derselben Dodekaeder- 
fläehe liegenden) Kajiten der beiden Würfel. Die Durchdringungs- 
figuren der WOrfelflächen 
sind Dreiecke. Durch Pro- 
jektion der Ecken des 
einen Würfels auf die 
damnterliegenden Flachen 
des anderen kann man die 
Figur aus dem Bilde eines 
Würfels ableiten, ohne 
das Bild des Dodeka- 
eders zu benutzen: sind 
H, H' die gemeinsamen Ge- 
genecken der beiden Wür- 
fet, AB, BC, CD drei Kanten 
des einen Würfels, also so 
gewählt, daß CD wind- 
schief gegen AB ist, und 
zu H und H' so gelegen, 
daß HC||AB und BH'||CD 
ist, ist auf AB AE der 
goldene Abschnitt von AB, ^' '*'■ """ '" 

ebenso BF auf BC, CG auf CD der goldene Abschnitt, und ist J der 
Schnittpunkt von H'F mit CD, so triffD die ParaUele zu EG durch C 
die Gerade J E in einer Ecke des zweiten 
Würfels. Ebenso wird, wenn K den 
Schnittpunkt von HF mit AB bedeutet, 
KG von der Parallele zu EG durch B 
in einer Ecke des zweiten Würfels ge- 
schnitten. — Man zeichne nun die do- 
dekaedrische Durchdringung von drei 
Würfeln, die eine gemeinsame Körper- 
diagonale haben. 

11. Die Durchdringung von zwei 
einem Ikosaeder umbeschriebenen 
Oktaedern zeigt Fig. 126. Nach einem 
bekannten stereometrisehen Satze hat Fig. i»6. 

man drei aufeinander senkrechte Kanten- 
achsen des ilkosaeders jederseits um den goldenen Abschnitt ihrer 
Hälfte zu verlängern, um die Ecken eines umbeschriebenen Oktaeders 
herzustellen. Die nähere Betrachtung zweier solcher Oktaeder zeigt, 
daß zwei Parallelflächen des einen in denselben Ebenen liegen wie zwei 
Flächen des anderen; die in einer solchen Ebene liegenden Ecken der 
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Fig. 126. 



Oktaeder bilden ein halbregelmäßiges Sechseck. Auf jeder der übrigen 
Oktaederflächen bestehen die Durchdringungslinien aus einem Stück 
einer Oktaederkante (in einer jener beiden Ebenen), zwei Ikosaeder- 
kanten und einer außerhalb des Ikosaeders liegenden Verbindungs- 
linie. An denjenigen Durchdringungs- 
punkten der Oktaederkanten^ die zugleich 
Ikosaederecken sind, müssen diese Kanten- 
einander golden teilen. Hiernach hat man 
folgende Konstruktion der Figur aus dem 
Bilde eines Oktaeders ohne Benutzung 
des Ikosaeders: Ist ABC die in einer bei* 
den Oktaedern gemeinsamen Ebene lie- 
gende Fläche des gegebenen Oktaeders, 
ist AD auf AB der goldene Abschnitt, 
ebenso BE auf BC, CF auf CE, und tri£Pt 
die Verbindungslinie von D mit der Mitte 
von EF die Kante AC in G, so ist der 
Schnittpunkt von EG mit der Parallele 
zu EF durch C oder durch A eine Ecke 
des zweiten Oktaeders. Man zeichne die 
Durchdringung der drei Oktaeder, die zwischen denselben Gegenseiten 
eines Ikosaeders diesem umbeschrieben sind. Die Figuren 125 und 
126 stellen „dualistische^^ Zwillinge dar. 

12. Fig. 127 zeigt endlich die Durchdringung zweier dem- 
selben Dodekaeder (aber nicht demselben Würfel) einbeschrie- 
bener oder demselben Ikosaeder um- 
beschriebener Tetraeder ohne ge- 
meinsame Ecke. Sie läßt sich auch 
aus Fig. 125 durch Einbeschreiben von 
Tetraedern in die Würfel oder aus Fig. 126 
durch Ergänzung der Oktaeder zu Tetra- 
edern ableiten. Die Durchdringung der 
Flächen findet teils längs eines windschie- 
fen Sechsecks, teils zweier Dreiecke statt, 
die von' den Mitten je dreier Tetraeder- 
kanten gebildet werden (dies folgt aus den 
Sätzen über die Anordnung der Ecken des 
auf einer Ecke stehenden Dodekaeders). Die Durchdringungslinien sind 
teils Verbindungslinien von Ecken der beiden Tetraeder, teils von 
Ecken des umbeschriebenen Dodekaeders (oder Schnittgerade von 
Flächen des einbeschriebenen Ikosaeders), teils verbinden sie (ver- 
längert) die Mitte einer Kante des einen Tetraeders mit einer Ecke 
des anderen. Man leite die Figur aus dem Bilde eines Tetraeders 
allein ab. Man herechne die Rauminhalte der Zwillinge Fig. 125, 126, 




Fig. 127. 
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127, und zeichne ihre Kernkörper und .deren Netze. Man zeiehne bei 
gegebener Lichjbstrahlenrichtnng die. Scjüagscbatten! der Zwillinge auf 
sieb, selbst mittels der Umkugel, auf Grund der Aufgabe,, die Schnitt- 
gerade einer Kugelsehne mit einer .Kugelkreisebene herzustellen. 

Die Figuren 125, 126, 127 werden außerordentlich anschaulich, 
wenn man die beiden einander durchdringenden Körper farbig, z.B. 
durch Komplementäirfarben unterscheidet und gleichzeitig etwas ab* 
schattiert; in Fig. 126 bleibt dann das in der sichtbaren, beiden Okta- 
edern gemeinsamen Ebene liegende innere Sechseck weiß. . 

Man zeichne nun die dodekaedrisch-ikosaedrische Durchdringung 
zweier (nicht demselben Würfel einbeschriebener) Tetraeder mit ge- 
meinsamer Ecke; die Durchdringung der zwei um einen Würfel 
beschriebenen Dodekaeder, der zwei in ein Oktaeder beschriebenen 
Ikosaeder; der fünf in ein Dodekaeder beschriebenen Würfel, der fünf 
um ein Ikosaeder beschriebenen Oktaeder; der je fünf gleichwendigen, 
schließlich aller zehn Tetraeder in einem Dodekaeder oder um ein 
Ikosaeder. 

12. Die Archimedischen Körper. Ein Archimedischer Körper 
ist ein Körper, der von regelmäßigen Vielecken so begrenzt wird, daß 
alle Ecken kongruent sind. 

Ein solcher Körper hat lauter gleiche Kanten und besitzt eine 
Umkugel und eine Kantenkugel, aber im allgemeinen keine Inkugel. 

Nach dieser Erklärung würden auch die Platonischen Körper zu 
den Archimedischen zu rechnen sein. Schließt man sie aus und be- 
schränkt man sich auf konvexe Körper, so kann man vier Gruppen 
bilden: 

L Cfruppe: senkrechte Prismen, deren Mäntel aus Qua- 
draten gebildet werden (die Anzahl dieser Körper ist unendlich 
groß; sind Grund- und Deckfläche Quadrate, so tritt auch der Würfel 
unter ihnen auf). Ist u der Umkreisradius, a die Seite eines regel- 
mäßigen w- Eckes, so zeichne man auf den Schenkeln eines rechten 
Winkels (0')(0)(B) (0)(0') = a, , (0)(B) = w, ziehe durch (0),(0'), 
(B) Parallelen in beliebiger Richtung und durchschneide sie durch 
ein Lot OO'B. Mit Hilfe der Kreise um mit den Radien u und 
OB zeichne man das Bild ODE»»" eines regelmäßigen w-Ecks in be- 
liebiger Lage, und verschiebe die Punkte C, D, E, • • • senkrecht zu den 
Parallelen um die Strecke 00' nach C, D', E' • • •; CDE • . . C'D'E' - • . 
ist dann das Bild eines Körpers der ersten Gruppe. 

IL Gruppe: Körperstumpfe, deren Grund- und Deckflächen 
überkreuzte, parällelliegende kongruente w-Ecke und deren 
Mantelflächen 2n regelmäßige Dreiecke sind (bei ^=»3 ent- 
steht das Oktaeder; die Anzahl dieser Körper ist ebenfalls unendlich 
groß). Ist der Mittelpunkt und CD eine Seite eines regelmäßigen 
n-EckSj und trifft OMJ^CD seinen Umkreis! in H, zeichnet tnan das 

0. Biohter, Kreis und Kugel. 10 
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Nf^teiSige DnieA CDU, iumI aduimdet dar um ■ nit Ht beuhri»- 
Vana Kma die Seite CD ib P, ao werde (O)(O0 «- HP, senkmkt in 
(O)(O0 (0)(B) -* OC biBgalagl^ in betiebigar Riehtong ge»>gaM Panl- 
lelen (0)0, (O^O; (B)B tm einem Lote OO'B dudiaehitittoi, mit 
HiU» dnr Kieiae um O mit 0C,OB daa BM C(\DD,£Ei •• eines 
regAwiHg&i 2ii*Beke9 gaieicknet^ nnd die Punkt» Cj, D^ Ej • - • aotk- 
Teeht m den ParaUrian nm eine Lange ^ieh 00' in g ia iciiar Bichtnng 
nadi C;D,E • • yeraehoben. Dam ist CDE -C'D'E' das BiM 
eines Korpen der zwettm Onqppe. 

Anf ihnliclie Weise lassen siek aneh räumliche Ziekaaeklinien 
wie der Qltikdraht mier Tantaüampe darstell«»: man z^kne in die 
Gmndfläehe eines Zylinders ein regefaniKges Elfeek, in die DeeUKcdie 

i8e* 

ein um -rr- dagegen gedrehtes Elfeck^ imd yerbinde abwechsehid die 

Ecken beidsr Figuren. Eine Eeke des eincai ^Weeks ist dureh die 
beiden Zul^tungastellan des Stromes zu ersetzen. 

UL flrnppe: Die Platonischen Körper^ nachdem ihre Ecken so 
abgestumpft sind, daß die übrigbleibenden Flehen wieder regelmäßige 
Vielecke sind. Die Anzahl dieser Körper ist 7, iudem einer ans dem 
Tetraeder, drei aus dem Hexaeder oder aus dem Oktaeder^ drei ans 
dem Dodekaeder oder aus dem Ikosaeder henroi^hen. 

1. Man drittle die Kanten eines Tetraeders; die Teilungspunkte 
ergeben den ersten Körper der dritten Grruppe. 

2. Man schneide auf jeder Würfelfläche durch Linien (parallel 
den Fläch eudiagonalen) die Ecken soweit ab^ daß ein regelmäßiges 
Achteck bleibt. Die Ecken sämtlicher Achtecke bilden den neuen 
Körper. 

3. Man ver&hre ähnlich mit den Fläch^i des Oktaeders^ so daß 
regelmäßige Sechsecke bleiben (man drittle also die Oktaederkanten). 

4 Man stumpfe die Ecken eines Würfels oder eiiies Oktaeders 
bis zu den Kantenmitten ab. 

5. Man schneide auf jeder Flasche eines Dodekaeders die Ecken 
soweit ah^ daß ein regelmäßiges Zehneck bleibt. 

6. Man sehneide auf jeder Fläche eines Ikosaedeirs die Ecken so- 
weit ab; daß ein regelmäßiges Sechseck bleibt. 

7. Man stumpfe die Ecken eines Dodekaeders oder eines Ikosa- 
eders bis zu den Kantenmitt^ä ab. 

Diese Konstruktionen sind in den Bildern der regalmaßigen 
Körper leicht auszuführen; die Teilungapunkte auf den Kanten ergeben 
sieh z. B. yon eioer in wirklicher Gestalt gezeichneten Seitenfläcke her 
durch propovtionale Teilung. 

Stumpft man das Tetraeder bis zu den Kantenmitten ab, so 
ergibt sich das Oktaeder. 
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IT. ttrappe: Körper^ weleke außer den Fläehen in gleicher 
Stellung und Anzahl wie bei den Körpern der III. Gruppe 
noeli Kwisehengeaehobene (eogenMinie ^blinde'^ Zusatzfläehen 
enihalien^ die andere Stellung haben und «itweder reg«ihna£ige 
Viereeke oder Dreieeke sind. Die AnzaU »olebar Körper ist 6^); drei 
Ton ihnen (in der folgenden Aufzählung der 1.^ 2., 5.) können aus 
dem Hexaeder oder aus dem Oktaeder, die übrigen aus d^n Dodeka- 
eder oder aus dem Ikosaeder abgeleitet werden. 

1. ABCD^ BAEF seien zwei aneinanderstoßende Flächen eines 
Würfels^ 6^ H ihre Mittelpunkte, II die Mitte ihrer gemeinsamen 
Kante AB; auf diesen Quadraten seien A^BX'D', B^A^E^F^ zu ihnen 
ähnheh liegende und mit ihnen konzentrisehe, einander j^ehe Quadrate 
(und zwar jedesmal mit Beziehung auf den gemeinsamen Mittelpunkt 
als äußeren Ähnlichkeitspunkt ähnlich liegend, so daß AA'GCX 
und BB'GD'D die Diagonalen ron ABCD, AA^HF^F und BB^HEiE 
die Diagonalen Ton BAEF sind). Die Größe Ton A'BX'D' und 
B|AjEjFi sei so gewählt^ daß auch A^A^B^B' ein Quadrat ist. Dann 
ist A^Aj «- A'D'. Treffen D'A', A^E^ die Kante AB in J, so ist femer 
JA' (oder JAJ»6A' (Kongruenz von A'IA^ und AXD'), also auch 
A A' » A'D' (Kongruenz Ton A JA^ A'GD^, folglich JD^ (oder JE^) *- 6A. 
Hieraus ergibt sich folgende Konstruktion des Körpers: Man be- 
schreibe um die Ecken eines Wfirfelquadrates ABCD Viertel- 
kreise mit der halben Diagonale als Radius bis an die 
Quadratseiten; die zu den Seiten parallelen Verbindungs* 
linien der Schnittpunkte schließen ein Quadrat ein, so daß 
die 24 Ecken dieses und der auf den anderen fünf Würfel- 
flächen ebenso gezeichneten Quadrate den 1. Körper der 
lY. Gruppe bestimmen; er wird außer von den sechs Quadraten, 
die auf den Würfelflächen liegen; noch von zwölf unter den Würfel- 
kanten befindlichen Quadraten, und yqu acht unter den Würfeleeken 
gelegenen Dreiecken begrenzt, welche die Stellung der Oktaeder- 
flächen haben. 

Werden nun auf BC die Schnittpunkte der um B, C beschriebeaien 
Viertelkreise N, L genannt, die auf CD ron den Yiertelkreisoi um C, D 
bestimmten Punkte 0, P, die von den Yiertrikreisen um D^ A auf DA 
herrührenden Punkte S^ R, endlich K der auf AB liegende [Endpunkt des 
um A beschriebenen Yiertelkreisesy so sind z. B. R und N die Schnitt- 
punkte von CD' mit DA und BC, usw.; sind ebenso T, U die Schnitt- 
punkte Ton E^Fj mit AE^FB, so ist NRTU kongruent den Würfel- 
flächen (wegen der Kongruenz von D'JE^ oder RAT mit AGD); daher 
sind A^A^B^B', RTUN Quadrate in ähnlicher Lage^ also müssen 
ihre äußeren Ähnlichkeitsstrahlen RA', TA^, UB^, NB' in einem Punkte 

1) Abgesehen von den ima^^ären Körpern dieser Art. 

10* 
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zusammenlaufen. Da aber dieser Punkt hiernach beidön Würfelfläche n 
gleichzeitig angehört, muß er auf AB liegen, folglich (wegen der Sym- 
metrie der betrachteten Raumfigur zur Ebene 6MH) mit M zusammen* 
fallen. Daher hat man folgende zweite Konstruktion des Quadrates 
A'B'C'D': Im Würfelquadrate werden um die Ecken Viertel- 
kreise durch die Quadratmitte bis an die Seiten gezeichnet; 
jedes Viertelkreisende wird mit der Mitte derjenigen nicht- 
gegenüberliegenden Seite, die von ihm den größeren Abstand 
hat, verbunden, so treffen die Verbindungslinien einander 
und die Quadratdiagonalen in den Ecken eines Quadrates, 
das dem 1. Körper angehört. Auch die Kreisbogen um die Ecken 
des Würfelquadrates mit der Seitenlinie als Radius treflen die Quadrat- 
. diagonalen in den Ecken eines Quadrates des Körpers, — In das Bild des 
* Würfels wird man auf die eine oder andere Weise die Bilder der auf den 
Würfelflächen liegenden Quadrate durch Übertragung von der ifi wahrer 
Größe imd Gestalt gezeichneten Würfelfläche ABCD aus herstelle^. 
Ist ABCD das Bild einer Würfelfläche, so erhält man z. B. N und L, 
indem man auf BA von B aus BC abträgt, den Endpunkt mit C ver- 
bindet, und die Strecke, deren Endpunkte N und der Schnittpunkt von 
RH mit der beschriebenen Verbindungslinie sind, auf BC von Cund 
von B aus abschneidet. N allein genügt aber schön zur Zeichnung 
des Bildes A'B'C'D' durch bloßes Parallelenziehen und Verbinden. 
Man benutze die über A'B'C'D' bewiesenen Sätze als Proben für die 
Richtigkeit der Zeichnung, namentlich wenn infolge eines kleinen 
Schnitt winkeis ein Schnittpunkt unscharf wird. Übrigens ist es klar, 
daß man die Punkte J, K, L, N, P, Q, R, S im Bilde auch durch Teilung 
der Hälften der Seiten AB, BC, BD, DE von den Mitten nach den 
Ecken zu im Verhältnis der Seite eines Quadrates zu dessen Diago- 
nale gewinnt. — Man leite diesen 1. Körper auch aus dem Kernwürfel 
in seinem Inneren ab, der von den über A'B'C'D', BiA^EiFi usw. 
stehenden senkrechten Prismen umschlossen wird. — 

2. Mit Beibehaltung der vorigen Bezeichnungen A,B, C, D, E, F^G, 
H,II,N,R,T,U,Q,J,S,L,K,P seien M', M", M'" die Mitten der Seiten 
BC, CD, DA der Würfelfläche ABCD. JKLNPQRS ist ein regel- 
mäßiges Achteck, wie leicht aus der Vergleichung der Winkel folgt; 
sind nun A'A'B'BX'C'D'D'' in ABCD, BiBgAiA^EiEaPiF, in BAEF 
gleiche regelmäßige mit den Würfelflächen konzentrische Achtecke, 
so daß A'^B' imd A^B^, die am nächsten an AB und zwar parallel 
und gleichgerichtet mit AB liegenden Seiten der Achtecke sind, B''C' 
jJBC, FjBi II FB usw., dann befinden sich z.B. A" und C" auf JP, 
B' und D' auf KQ usw. Die Achtecke seien aber so bemessen, daß 
A'^A^BjB' ein Quadrat ist; so muß aus denselben Gründen wie vorhin 
bei 1. A'' auf MR, B' auf MN, B^ auf MU, A^ auf MT liegen usw.; 
danach hat man folgende Konstruktion des von sechs Achtecken (auf 
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den Würfelflächen), zwölf Quadraten (unter den Würfelkanten) und 
acht Sechsecken , (unter den Wtirfelecken, in dei* Stellung der Oktar 
ederflächen) begrenzten Körpers: die Viertelkreise durch den 
Mittelpunkt der Würfelfläche ABCD um di^ Ecken A,B,C^D 
^eben auf den Würfelkanten die Punkte R, K, J, H, L, Q, P, S; 
deren Verbindungslinien mit den (wie bei 1. zugeordneten) 
Kantenmitten M, M' usw. treffen die Mittelpünktsstrahle^ 
ßj) GK usw. in den Ecken eines dem Körper angehörenden 
Achtecks. . 

; Man leite die Körper 1. und 2. aus dem Oktaeder durch ge- 
eignete Veränderung der Oktaederflächen ab: sind ABC, BAD zwei 
Oktaederflächen, A'B'C, BiA^Di auf ihnen konzentrische, ähnlich lier 
gende (nämlich mit Beziehung auf den gemeinsamen Mittelpunkt alß 
äußeren Ähnlichkeitspunkt) einander gleiche regelmäßige Dreieckj^ 
von solcher Größe, daß A'AjB^^B' ein Quadrat ist, und sind auf ABC 
zwischen BC und AC EF || BA, auf BAD zwischen BD und AD 
HG||BA in gleichem Abstände von AB derart gezogen, daß auch 
EFGH ein Quadrat ist, so ist die Mitte M von AB der äußere Ahn- 
lichkeitspuukt der beiden Quadrate, also treffen FA', GA^, HB^, EB^ 
einander in Kl. Da aber auch FEC ein regelmäßiges Dreieck ist, so ist 
HE = EF = EC, also verhalten sich die Käntenabschnitte BE, EC zu- 
einander ebenso wie die Seite eines Quadrates zu dessen Diagonale, 
wie aus dem zu CBD ähnlichen Dreieck BEH folgt, da ja CB, BD 
zwei Seiten eines Quadrates auf der Oberfläche des Oktaeders sein 
müssen. Sind A'A'B'B' C'C ', B^Bg A^Ag DiDg auf ABC, BAD zwei 
regelmäßige, einander gleiche und mit den Oktaedei-flächen kon.- 
zentrische Sechsecke, so daß A"B' und BgA^ die am nächsten der 
Kante AB befindlichen und zu ihr parallelen Seiten sind, und sind 
die . Sechsecke so gewählt, daß B'A'^AjBg ein Quadrat ist, so liegen 
auch B', A", Aj, Bj auf EM, FM, GM, HM, außerdem aber z. B. B' auf 
der Parallele zu BC, A" auf der Parallele zu CA durch den Mittel- 
punkt des Oktaederdreiecks, wie aus den Voraussetzungen über die 
Lage des Sechsecks zu ABC folgt. Also: man teile jede Seite 
des Oktaederdreiecks in beiden Richtungen im Verhältnis 
der Seite ieines Quadrates zu dessen Diagonale. Je zwei 
Paare der Teiluugspunkte befinden sich dann auf Parallelen 
zu einer Dreieöksseite. Man verbinde jedesmal die Punkte 
desjenigen Paares, das näher an ihr liegt, mit der Mitt^ 
dieser Seite; diese Verbindungslinien werden von den Mittel- 
transversalen der beiden anderen Seiten des Oktaederdrei- 
ecks in Ecken eines Dreiecks getroffen, das dem 1. Körper 
angehört, und von den Geraden, die durch den Mittelpunkt 
des Dreiecks parallel jenen beiden Seiten gezogen sind, in 
Ecken eines Sechsecks, das dem 2. Körper zugehört. — 
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3. ABCOE, BAF6H seieiL iim Naehbarfl&cheii eiiiAs Dodeka- 
6d«r8, auf ihnen A'B'C'DT', B^A^FiG^Hi vwei konzentrische mit den 
Dodekaederftlnfeekeii ähnlich liegende regelmä&ige Fünfecke von 
eolcher Gro&e^ dafi A'A^B^B' ein Quadrat unter der Dodekaederkante 
AB i0t. Da nun EFHC (Flaehe eines einbeeehriebeuen Würfels!) aiieh 
ein Quadrat; und zwar in ähnlicher Lage zu A'A^B^B' ist, so mÜBBen 
die Linien EA'; FA^, HB^; CB' einander wieder in der Mitte M der 
Kante AB begegnen. Hiemach hat man folgende leichte Eonstruktioa 
des neuen Körpers: Man verbinde in der Dodekaederfläche jede 
Ecke mit den Mitten der Seiten, die an die Gegenseite an- 
fltofien. Die Verbindungelinien treffen einander paarweise 
auf den Fünfecksradien, und die fünf Schnittpunkte bilden 
ein Fünfeck, das dem Korper angehört. Dieser wird außer Ton 
den 12 Fünfecken, die auf den Dodekaederflächen liegen, noch von den 
30 Quadraten unter ien Kanten des Dodekaeders, und von 20 Dreiecken 
unter dessen Ecken begrenzt. Die Dreiecke haben die Stellung derlkosa- 
ederflSchen. — Man beweise, daß die Länge der Kanten des Körpers 
gleich dem Drittel der Diagonale der Dodekaederfläche ist. 

4. Mit Beibehaltung der vorigen Bezeichnungen A,B,C,D,E,F^€^ 
H, M seien auf den Dodekaederflächen mit diesen konzentrische 
r^elmäBige Zehnecke A'A''B'B'XX" usw., A^AsFiFaGiCIa usw. ge> 
zeichnet, so daß A^'B' || AB, B'X' | BC usw., ebenso fl^l^ {| BA, F^Ch 
H FG usw.; und zwar sdleu die Zehnecke kongruent und so groß sein, 
daß A^B'B^A^ wiederum ein Quadrat ist. Aus denselben Gründen wie 
vorhin geht dann ME durch A% MC durch B' usw. Da nan außer- 
dem, wenn Q den Mittelpunkt des Fünfecks ABC DE bezeichnet, QA 
das Mittellot von A'A", MQ dasjenige von A^B' ist, so werden, wenn 
die Parallele zu QE durch A die von B aus l|QC gezq^ne Gerade in N 
trifft, A'', B ' auf den Verbindungslinien der Mitten von A N, N B mit Q 
liegen. Hiermit ist folgende Konstruktion des Körpers bewiesen: 
man ergänze durch Strecken, die von den Ecken des Dodeka- 
ederfünfecks ABCDE aus parallel seinen Radien gezogen 
sind, dieses Fünfeck zum Zehneck ANB* •; die Linien vom 
Flächenmittelpunkte nach den Mitten der Zehnecksseiten 
treffen die Verbindungelinien der Fünfecksecken mit den 
(wie bei 3. ihnen zugeordneten) Mitten der Fünfecksseiten in 
den Ecken A'A", B'B"-- des Zehnecks, das eine Seitenfläche 
des gesuchten Körpers ist. — Man beweise, daß die Kanten- 
länge des (von 12 Zehnecken, 30 Quadraten, 20 Sechsecken [von der 
Stellung der Ikosaederflächen] begrenzten) Körpers gleich dem 
Fünftel der Flächendiagonale des Dodekaeders ist. 

Man leite den 3. und den 4. Körper aus dem Ikosaeder ab: 
mit Beibehaltung der Bezeichnungen, die gelegentlich der Ableitung 
des 1. und des 2. Korpers aus dem Oktaeder gebraucht wurden, aber 
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Hüter der Vorau^setzuiig^ cbS A8C^ BAO jetzt Ikos«ederf Uckea 
seiea, sind €B; BD Seiten eines nsgelmäfiigen Faafecks mnf der Ober-* 
flfielMe des Ikoeaedera, daher BC gleich dem goldenen Abschniit von 
CO. Folglich ist anch BE dem goldenen Abschnitt yon EH od^ ron 
EC gleidk, mithin £€ der goldene Abschnitt von BC« Die Ablei- 
tnng des 3. und des 4. Körpers aus dem Ikosaeder stimmt 
al8<) wortlich mit der Ableitung des 1. und des 2. Körpers 
aus dem Oktaeder überein, nur dafi jede Kante (statt im Ver- 
hälinis der Seite eines ijuadrates zu dessen Dii^gonaie) in beiden 
Richtungen golden geteilt werden muß. 

Durch das hier b^iutzte Yer&hren (Kantenmitten des A«s* 
gaugskörpers als Ähnlichkeitspankte von Quadraten) kann man ver- 
suchen^ auch aus dem Tetraeder Archimedische Körper absnleiteb^ 
indem man auf seinen Flächen in geeigneter Weise Dreiedte oder 
Sechsecke zeichnet Dann ergibt sich sofori^ dafi, wenn man von dem 
Seiienmittendreieek einer Tetraederfiäche wiederum das Seitenmitten** 
dreieck nimmt^ die Ecken dieses leteten»! und der entsprechenden Drei- 
ecke auf den anderen Tetraederfiachen den 4. Körper der UI. Oroppe 
bilden; und daß, wenn man in den Seitenmittendreiecken der Tetm- 
ederflächoi die Seiten drittelt, die entstehenden Sechsecke dem 3. Körper 
der IIL Gruppe angehören. 

Der 5. und der 6. Körper entstehen aus dem Würfel und dem 
Dodekaeder, indem man alle Flächen dieser Körper (jede in ihrer 
Ebene um den Mittelpunkt) um ^nen and denselben Winkel i dreht, 
und gleichzeitig in einem und dena«elben YwhäUnisse linear ver^ 
kleineri Beim Würfel ist cos 2d die reelle Wurzel der Gleichung 
^» + 2s^-2»0, daher d»160 28'3", das YerkleinerungsveiiiäUius 

___^? « 0,43759. Beim Dodekaeder ist cos 2d die reelle 

Wurzel der Gleichung 16a:» + 4(l3 + 5^/5)3;* + 2(29+15V'5)ar-.(l01 
+ 45y5) - 0, daher d = 13^6' 23" und das Verkleinerungsverhlltnis 

— }JL — ±__/.??_ __ == 0,56212. Bei der Konstruktion lege man 

die Rechnung zugrunde, trage auf den Seitenlinien einer Würfelfläche 
ABCD (wobei die Umlaufsrichtung ABCD als linksgeh^id, entgeg«Q- 
geeetzt der ührzeigerdrehung, vorausgesetet werde), linkit herum 
AA'«-BB'^CC'»DD'»dem 0,41964fachen, und AA''-=-BB''»C€" 
»DD'' »dem 0,87595 fachen der Würfelkante ab, so sc^eßen die 
Linien A'X^ B'^O; CA, D''B' ein Quadrat ein. Dieses und die entr 
sprechenden Quadrate auf den übrigen Würfelflächen bilden sechs 
Seitenflächen des 5. Körpers; verbindet man die benachbarten Ecken 
dieser Seitenflächen durch Dreiecke^), so sind diese 32 Dreiecke 

1) Jede Ecke ^oes tolefaen Qutdrates mit den beiden näc^Btliegendsn Scken 
eise» beaadibMten Quadrates. 
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regelmäßig^ and die unter den Würfelflächen liegenden acht Dreiecke 
haben die Stellung der Oktaederfläcfaen. Was den 6. Körper betrifft, 
80 trage man auf den Seitenlinien einer Dodekaederfiäche ABCDE 
(wobei die Umlaufsrichtung ABCDC wieder links sei), links herum 
AA'«BB'«Ca'-DD'-EE'«dem 0,43450 fachen, und AA" = BB" 
=. CC" *= DD" = EE" - dem 0,82934 fachen der Dodekaederkante ab, 
dann umgrenzen die Linien A'X', B"D', C'E', D"A', E''B' ein Fünfeck. 
Dieses und die ebenso konstruierten Fünfecke auf den anderen Dodeka- 
ederflächen sind zwölf Flächen des 6. Körpers, der dadurch vollendet 
wird, daß man die benachbarten Ecken jener 12 Fünfecke durch Drei- 
ecke yerbindet.*) Diese 80 Dreiecke werden regelmäßig, und zwar 
haben die 20 unter den Dodekaederecken liegenden Dreiecke die 
Stellung der Ikosaederflächen. 

Trägt man die Strecken AA', AA" usw rechts herum ab, so er^ 
hält man Körper derselben Art, deren Flächen rechts gedreht sind. 
Man leite aus demselben Würfel und aus demselben Dodeka- 
eder gleichzeitig den mit links und den mit rechts gedrehten 
Fläxjhen versehenen Körper ab, und zeichne die Durch- 
dringung der beiden Körper. 

Selbstverständlich lassen sich 5. und 6. auch durch Drehung und 
Verkleinerung der Flächen eines Oktaeders und eines Ikoaaeders 
herstellen. 

So erfordert die Herleitnng des 5. KSrpers aus dem Oktaeder 
eine Drehung jeder Oktaederfläche in ihrer Ebene um ä' = 20® 18' 54" 
und eine gleichzeitige lineare Verkleinerung im Verhältnis 0,33646 : 1, 
wobei die Verlängerungen der Seiten des gedrehten Drei- 
ecks durch die Ecken des ursprünglichen hindurchgehen und auf 
den Seitenlinien dieses Dreiecks (den Oktaederkanten) das 0,35221 fache 
der Oktaederkante abschneiden. Dabei ist cos 2^' die reelle Wurzel 
der Gleichung Sx^ -\- 3Gx^ + 30^ — 47 = 0, und das Verkleinerungs- 
verhältnis gleich 2 • sin (30« - *')• 

Endlich läßt sich der 6* Körper aus dem Ikosaeder dadurch her- 
stellen, daß man die Ikosaederflächen um den Winkel d' = 19^31' 5" 
dreht und gleichzeitig linear im Maßstabe 0,36386 verkleinert; dabei 
laufen wiederum die Seiten der dadurch erzeugten Dreiecke 
durch die Ecken der Ikosaederdreiecke und schneiden auf deren 
Seitenlinien (den Ikosaederkanten) Stücke ab, die das 0,^3977 fache 
der Ikosaederkante sind. Und cos 2*' ist die reelle Wurzel der Glei- 
chungl6a?H 12(11 + 5]/5)a?H6(95 + 43 >/5)ir-(ö2Ö+^237l/'5) = 0, 
der Maßstab 2 sin (30» - d')-") 

1) Jede Ecke eines solchen Fünfecks mit den beiden nächstliegenden Ecken 
eines benachbarten Fünfecks. 

2) Die Beweise, die der Kürze wegen hier wegbleiben müssen^ können, da sie 
als bloße Rechnungen keinerlei Schwierigkeit bieten, dem Leser überlassen bleiben. 
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Die Abtragung der angegebenen Strecken im Bilde geschieht 
mittels eines Maßstabes, den maii sich vorher zeichnet. Ist z. B. bei 
der Hesrleitnng des 6. Körpers aus. dem Ikosaeder die Ikosaederkante 
gkich 50 inm, so sind die auf den,Kanten abzutragenden StreckeiL gleich 
16,9886 nun, ■ öder rund 17 mm, da die Zeichnung keinesfalls bis auf 
ein^ Huiidertstelmillimeter genau sein kann. . Nun zeichne man das 
Bild des Ikosaeders nach § 15, S. 139, und ein Dreieck ABC von 
50 mm Seitenlänge, trage auf BC BB' == 17 mm ab, ziehe zwischen 
AB und AB' eine dichte Schar von Parallelen, und nehme nun mit 
dem .Zirkel irgendeine Bildkante ab, setze, mit einer Spitze in A ein, 
bringe; die andere Spitze auf AB, wende den Zirkel um die zweite 
Spitze herum, bis die Verbindungslinie beider Spitzen parallel BC 
ist, und bringe die erste Spitze so auf die Linie AB'. Die da* 
durch bestimmte Länge trage man nun auf der abgenommenen Bild- 
kante ab. 

Man überlege, wie man sich mit dem Dreieck ABC, worin hoch 
auf CA CC = BB'' und auf AB AA' == BB' abgetragen und durch 
die Verbindungslinien AB', BC, CA' das gedrehte Dreieck AoB^Cq ge- 
zeichnet ist, helfen kann, wenn im Bilde der Schnittpunkt zweier 
Verbindungslinien wegen zu kleinen Schnittwinkels unscharf wird. 

Aus dein Dodekaeder ergibt sich durch Drehung und Ver- 
größerung der Flächen auch noch das Pöinsotsche Sterndodeka-? 

eder (Fig. 121), indem man ö = 36^ und den Maßstab gleich ^ o 
nimmt. 

Auch aus dem Tetraeder könnte man durch Drehung und Größen- 
änderung der Seitenflächen Archimedische Körper abzuleiten versuchen. 
Dabei entstehen sehr einfache und einleuchtende Ergebnisse: bestimmt 

man den Drehungswinkel d so, daß cos d = - i_ , sin tf == '^ SjL^ .^l 

(also 5 = 22® 14' 19") und das Verkleinerungsverhältnis ^ ~J_-J ist, 

so gehen die Seiteü des neuen Dreiecks durch die Ecken des ursprüng- 
lichen (der Tetraederfläche), und es entsteht ein Körper, der außer 
von den vier in den Tetraederflächen liegenden Dreiecken noch von 
vier unter den Ecken liegenden und zwölf unter den Kanten befind- 
lichen tegelmäßigen Dreiecken begrenzt ^ird: dieser Körper ist also 
ein Ikosaeder. Die Seiten eines auf einer Tetraederfläche liegenden 
Ikosaederdreiecks teilen dabei die Tetraederkanten golden. Man be- 
weise diese Angaben rein geometrisch und zeichne mittels der 
goldenen Teilung der Kanten des Tetraederbildes die Figur. — Nimmt man 

dagegen cos d ^ ^ ^^- ~ X^\ sin d = ^*^>^^ + ^\l80ö-*«82n4'19", 

^ ^ ' 41/2 ' 4]/2 ^ ' ' ' 

um 60^ größer als vorhin- d), und vergrößert die Seitenlinien der Tetra* 
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ederfläche im Yerlialtiiis - "^J. , wobei die Seiten des neuen Drei- 

ecke wieder durch die Eelren der Tetriij6d«:flaclie Iau£ni «nd deren 
Seitenlinien anBerlick golden t^en, eo ergibt mh dae Poineotsdie 
SternikosAeder (Fig. 124t). Hiemach läßt sich die Ableitmig dieaes 
adiönen Gebildes ans dem Tetraeder leicht dmrch eine Zmdmung 
duBtellen. — 

13. Die zu den Archimedischen Korpern re«iprokenKörper. 
Zu jedem Archimediechea Körper gehört ein duriistiech rerwaadter; 
man leitet diesen aus jenem am zweckmäfiigeten mittele der Kanten- 
kugel ab^ indem man zu jeder ¥^ädie den harmonischen Pol ftir diese 
Kngel suchte und die Pole je zweier in einer Kante des ArchimedieidimL 
Körpers zutsammenstoßender Flächen miteinander Terbindet. Diese 
Verbindungslinien sind dann die harmonischen Polaren d^ Kanten 
des AusgangskörperS; und zwar sind natürlich die Kanten dee abge- 
leiteten Körpers Mittellote der Kanten des Archimedischen Körpers. 
Man zeichne die Durchdringung jedes Archimediedi^Ei KörpetH mit 
dem zugehörenden reziproken Körper (Yerbindungalinitti der Kanten- 
mitten des Archimedisd^en Körpers!)^ und den Kernkörper. 

Die Beziprok^i der Archimedischen Körper besitzen eine Inkugel 
und eine Kantenkugel (die aber die Kanten im aUgemeüien nicht in 
der Mitte berührt), nicht aber eine Umkugel; sie haben nnr^^maSige 
kongruente Seitenflächen, dagegen regelmäßige Ecken, die aber nicht 
alle kongruent sind. 

Man zeichne die* Durchdringungen dieser Körper mit ihren Sjtnten- 
kugeln. Man zeichne die Netze der Archimedischen Körper und ihrer 
Reziproken, zähle die Ecken und die Kanten, und berechne Inhalte, 
Oberflächen und Neigungswinkel. Die Netze befinden sich zum Teil 
schon in Albrecht Dürers Unterweisung. Man ordne diese Körper 
nach der Kantenzahl einer Ecke. 

14. Man übe sich, mit Hilfe des Bildes eines regelmäßigen Achsen- 
kreuzes die hauptsächlichsten holoedrischen und hemiedrischen Kr ist all - 
formen des tesseralen Systems zu zeichnen, wie sie in den voll- 
ständigeren Lehrbüchern der Kristallographie beschrieben werden. 
Ebenso zeichne man möglichst viele Kristalle des rhombischen und 
des hexagonalen Systems, sowie die hauptsächlichsten des mono- 
klinen und des triklinen Systems. 

Man zeichne die Figur zu der Gleichung 1 cdm « 1000 ecm in 
natürlicher Größe. 

Man stelle die Formeln {a±by ^ a^±3a^b + 3üb^±b% a^±b^ 
= (a ± b)(a^ T «6 -{- b^) durch eine Raumfigur dar. 

15. Wundervolle Beispiele regelmäßiger oder halbregelmäßiger Bil- 
dungen bietet femer die niedere Pflanzen- und Tierwelt. Es mag 
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hier auf die herriiche ZuBanunenetellong in £. HSckels „Konstfonn«! 

der Natur", sowie auf die „wiaaenschaiUicheB firgebnisBe der DeutochuL 

Ti«fweexp«dition" (Valdiiia), ounentlidi B«od IV, Terwiesen verdeo. 

Z. B. die Eieselskelette der Glas- ^r~ -_, 

sohwämme (Henctin^ida) sind grofien- 1 

teils faezTOTragend zisrlieh und niudiwer ;* 

io senkreclit«- Projdctioa zu leicbnen. In ' 

Fig. 128 ist z. B. das Skelett Toa Placo- 

pegma solatom iriaderg^cbea: die kiuzeQ 

Stäbe des regelmäfiigea Ächaenkreazes sind 

um Tieistnüilige Doldea Terlängert, deren 

etwa« nach innen gebogene Arme in quirl- j 

artigen Köpichen endigen. Der Würfel, auf 

deeaen Flächenmitt^men die Scheitel der - ,, 

KSpfclten lügen, ist im Bilde uigedent«t. ng. ,ig. 

§ 16. UmdrehangskÖrper, Schrauben und Spiralen. 

Dr^t sidi eine ebene Linie um eine in ihrer Ebene liegende 
Gerade H (Botationsachse), so heifit die von ihr beschriebene Fläche 
eine Rotationsfläche. Eine einmlne Lage der Linie während der 
Drehung heißt Meridianlinie oder kurz Meridian der Fläche 
(Längsschnitt, Schnitt der Fläche mit einer durch die Achse Q 
gelegten Halbebene), der kreisförmige Weg, ' den ein einzelner 
Punkt der Linie beschreibt, wird Breitenkreis oder Farallelkreis 
gemuint (Querschnitt, Schnitt der Fläche mit einer zur Achse 
senkrechten Ebene). Durch jeden Punkt der FUche geht ein 
Meridian und ein Parallelkreis, und diese Linien durchsetzen einander 
in jenem Punkte rechtwinklig (die Meridiuie and die ParaUelkreise 
sind voneinander „Orthogonaltrajektorien"). 

Um das Bild (die senkrechte Projektion) einer Rotations- 
fläche zu zeichnen, kann man entweder die Bilder des Merid^ns in 
Terschiedenön Lagen, oder die (elliptischen) Bilder von Parallelkreisen 
in hinreichender Dichtigkeit zeichnen. Hiermit hat sich der Anfänger 
zunächst zu begnügen; die genaue Bestimmung des scheinbaren Um- 
risses, seiner Über sehn eiduugen, und insbesondere seiner Krümmung 
ist Sache der höheren Geometrie. Man beachtet selbstverständlich bei 
der Zeichnung besonders ins Aoge &Ilende oder fonnbestimmende 
ParaUelkreise, z. B. Rand- und Bodenkreis eines Bechers, Äquator und 
Kehlkreis (kleinsten Kreis auf dem der Rotationsachse zugewendeten 
Teile der Oberflädie) eines R^tangsringes usw. 

Ausgezeichnet schöne Beispiele für konaxiale Parallelkreise bieten 
die Blüten vieler Pflanzen. In Fig. 129 ist 

I. die Blüte einer breitblättrigen Jonquille (Narcissus 
Jonquilla L.) etwas stilisiert datgesteUt; links ist der halbe Längs- 
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schnitt gezeichuet: darin ist von der Blumenblattspitze (A) das Lot 
(A)(B) auf die Blütenachse (B)(D) gefäUl, ebenso Tom Nebenkronen- 
rarid (C) das Lot (C)(D)^ die beliebigen Parallelen von (A) und (B) 
aus (ebenso von (C) und (D) aus usw.) werden durch ein beliebigea 
Lot AB CD — durchschnitten; die Kreise um A mit (A)(B) und mit 
AB sind die Scheitelkreise der Ellipse^ auf welcher die Bilder der 
Spitzen der Hauptkrone liegen^ in diese Ellipse ist mit Hilfe der 
Kreise das Bild eines Sechsecks gezeichnet. Ebenso ist das Bild de» 

Nebenkronenrandes, des Krei- 
ses, auf deni die Staubbeutel-? 
spitzen liegen, usw. gefunden 
worden. : — Man behandle 
ebenso die Blüte der Oster- 
blume (Narcissus pseudonar- 
cissus), der Fuchsie, der Pas^^ 
sionsblume mit ihrem Strah- 
lenkranz, den hervorstehen- 
den Staubgefäßen und Narben- 
die Blüte der weißen Seerose^ 
mit ihren Blumenblattkreisen^ 
das Schneeglöckchen, usw. 
Man zeichne einen in Blüte 
stehenden Sonnenrosen- 
kopf mit seinen in verschie- 
dener Höhe liegenden Hüll- 
blattreihen und Zungenblüten,, 
den hoch erhobenen Stempeln 
der äußersten Scheibenblütenreihen, den tiefer liegenden' staubabson- 
demden mittleren, den am tiefsten liegenden, noch im Knospen zustande- 
verharrenden inneren Scheibenblüten. 

Hierher gehören auch manche Figuren aus der Astronomie und 
Architektur, z. B. der Saturn mit seinen Ringen, das gotische (4-, 6y 
8-kantige) Kuppelgewölbe. 

Man zeichne ferner Rotationskörper, z. B. eine Glocke, eine Tonne,, 
ein Ei, eine Zwiebelkuppel, ein Weinglas, eine runde Vase, einen 
Teller, einen aufgespannten Regenschirm in beliebiger Stellung, Mühl- 
räder Terschi edener Art; man stelle ferner die Erzeugung einer Kugel- 
zykloide durch Rollen eines Kugelkegels auf einem festen Kugelkegel von 
gleichem Radius dar; den menschlichen Augapfel mit der emporgewölbten 
Hornhaut, der Regenbogenhaut, der Sehöffnung, den Ziliarnerven (von 
dem geometrisch genau gezeichneten Bilde unterscheidet sich der wirkliche 
Anblick der Regenbogenhaut ein wenig infolge der Strahlenbrechung 
in der vorderen Augenkammer, ganz abgesehen davon, daß hier zur Abbil- 
dung senkrechte Projektion und nicht Zentralperspektive benutzt wird). 




Fig. 129. 



. Umdxehungskörper. 157 

Bei der Zeichnung von Rotationskörpern sei auch an ihre. Be- 
rechnung (Inhalt^ Oberfläche) nach der sog, Gruldinschen Regel erj- 
innert, falls der Meridian aus Geraden und Kreisbogen zusammen- 
gesetzt ist. 

Ein weiteres wichtiges Beispiel ist das yerkürzte oder das ver- 
längerte Rotationsellipsoid, das man erhält, indem man eine Ellipse 
um ihre Nebenachse oder ihre Hauptachse in Umdrehung versetzt. 
Zeichnet man das verkürzte EUipsoid nach Art der Figuren 116 
oder 129, mit der Meridianellipse (B)(A)(B0(A')(O) beginnend, wo 
(B), (B') ihre Nebenscheitel, (Ä), (A') ihre Hauptscheitel, (0) ihren 
Mittelpunkt bedeutet, mit Hilfe irgendwelcher von (0), (B), (B') usw. 
ausgehenden Parallelen, die von einem Lote OBB' durchschnitten 
werden, so erhält man den Umriß, ausgefüllt durch lauter ähnliche 
Ellipsen, die von den zu (B)(B') senkrechten Ordinalen der Ellipse 
(B)(A)(B') herrühren und die Parallelkreise darstellen. Man beweise, 
daß der Umriß wieder eine Ellipse sein muß. Ihre Nebenscheitel 
erhält man durch die || (0)0 an die Ellipse (B)(A)(B') gezogenen 
Tangenten, während BB' das Bild der Rotationsachse ist. Man be- 
weise, daß die lineare Exzentrizität des Umrisses ebenso lang 
ist wie die Projektion der Exzentrizität |-(F)(P') der Meridian- 
ellipse (B)(A)(B') auf die Gerade (0)0. Ebenso beweise man, 
daß der Umriß des Bildes eines verlängerten Rotati onsellipsoides 
eine Ellipse werden muß, deren Brennpunkte aber durch Pro- 
jektion der Brennpunkte (P),(F') der Meridianellipse (A)(B)(A') 
auf das Bild AA' der Rotationsachse entstehen. Die Bilder 
der Meridiane, die als Projektionen von Ellipsen wiederum Ellipsen 
sein müssen, sind bestimmt durch konjugierte Durchmesser, nämlich 
durch das Körperachsenbild BB', bez. AA' und einen Durchmesser der 
Ellipse, die den Äquator darstellt. Ebenso Rotationspar aboloid. 

Ein ganz besonders schönes Beispiel eines Rotationskörpers 
ist aber 

IL der Umdrehungswulst (Spire [öJtslQa nach Proklus], Torus, 
Rotationszyklide) mit seinen Doppelberührungsebenen : eine Kreislinie IR 
(Radius b) rotiert um eine in ihrer Ebene liegende Gerade d, oder eine 
Kugel $ (Radius b) um eine beliebige Gerade ft des Raumes. Der 
Bahnkreis des Mittelpunktes M von tR oder von $ heiße (C und habe 
den Radius a-, sein Mittelpunkt sei 0. (C projiziert sich dann als eine 
Ellipse © (Fig. 130) mit der Achse M^Mg == 2a'^ deren Nebenachse 
sei M3M^. Die Kreislinie VX beschreibt dabei die Oberfläche des 
Ringkörpers, während die Kugel $, auf welcher VX ein Hauptkreis ist, 
im Innern des Körpers an der Oberfläche hingleitet. 

In irgendeiner Stellung sei M^ das Bild des Mittelpunktes Mq; 
das Bild von Mo ist dann, eine Ellipse 3Jio mit der Achse L^N^ = 26 
(Fig. 130), das Bild von $q der Kreis ©o ^^ ^o ^^^ ^®™ Radius b. Der 
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Büdumiiß U des Körpers igt abo die tou @ eingerollte Kurve, wenn 
Mq die EUipae (£ dtirchläiift. Diese Knrre ist eine sogcaataimte P&ral« 
lelkurTe der Ellipse^ die mm dadureh erkali^ dafi man auf jeder 
EUipsemiormale von dem zugehörigen Fußpunkte Mo aus die Strecke h 
faeideraeits abträgt; der Beweis dafär ergibt tidi sofori^ wmsk man 



ü'.'^ 



^-j'^riip— / 



Vts 






»» I' 



IV 



«r- 



V^ 


^^ 


s 


^ 


--^ 




:: 


~. \ 



tx 



t 



•^^^ 



l-"! 



» 



•-' 



.--f 



._- ^ 



sy^.'' 



* V-' 



IftL, 



U 



i'i 



/' 



\ 



! ^ 



Fig 180. 



zwei unendlich wenig voneinander verschiedene Lagen (zwei ,^be&aeh- 
barte^' Lagen) des Kreises @ betrachtet. Ist UoMoVo der zu i parallele 
Durchmesser yon $o oder von UIq? H^Jq der durch gehende Durch- 
messer, M^Tq die Tangente an C in Mq^ so sind ÜqMq, HqJo^MqTq drei 
aufeinander rechtwinklige Durchmesser von $q^ also im Bilde MqTq 
die um 90* gedrehte lineare Exzentrizität der EUipse HqÜqJoVq oder 
WIq, folglich die Hauptachse L^Nq dieser Ellipse _L Mq'^oj ^^^^ ^ 
MqTq als Bild von MqTq Tangente an S in M^ ist, so ist L^N^ die 
Normale von 6 in Mg; also berührt die Ellipse SR bei der Bewegung 
von $ oder IR beständig den Bildumriß U mit ihren Haupt- 
scheiteln L, N. Die Nebenscheitel von 9R befinden sich stets auf 
der TangMite MT von (£. Bei der Bewegung ist die Größe des Durch- 
messerbildes ÜY unveränderlich, weil UV sich selbst parallel bleibt. 
Die Größe von UV ergibt sieh z. B. in der Stellung Mi; denn der in 
der Ebene von C liegende Hauptkreis von $ bildet sich stets als eine zu 
S ähnliche Ellipse H^G^J^ ab, so daß z.B. J^G^ i M^M^ ist; dann 
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aber sind U^ waA Y^ als Büder der Pole des Hanpikreiaes H^fi^li 
baikiiDiiii Dareb Lk^Ng als Aelu» und Vq isA mm in dear EÜipfle Wt^ 
audi d»r Ndb*eiL8ciImtel]ira» und dadurch der zu Ü^^Vq konjugiorie 
DurcfanefiMr H^J^^ bekannt^ der dann Tcm salbet durch O geht» niuft. 
Man hssn aueüi^ da die Riehinngen der konjngieTien DuretMuesser^ 
lulnüieh ÜqY^ | a, und OMq, bekannt sind^ den dnen, z. K OM^^ an 
der Aehse L^o (<^v ^^ Tangente M^To) spiegeln^ dann findet man 
naeh § 3^ die gloeli« koigfiigierteD; Durchmesser als symmetrisek 
zu L^Nq und bamonis^ zu XJ^^Vo ^^ ^^ Spiegdbilde von OM^; 
durch die gleichen konjugiertsn Dioo-chmesser und die Aehse Lq^o ^^^ 
dann die Lange der Nebaiaehse yon Wq bestimmt^ und dadurch such 
die Langen der Durekmess^ H^J^^U^^Y^ 

Die Ton den Meridianbildem lOt eingehüllte Parallelkurre in 
Fig. ISO hesiisl Tier reelle SpitB«Ei 2ä^, Z^ Z^ Z^ auf dem inneren Teite^ 
der sieh außerdem xweimal auf der Geraden M^ M^ in Y^ und T^ selbst 
durchkreuzt (die Spitzen liegen auf der sog. Evolute der Ellipse C^ 
der Tan der Normalen vcm S eingehüllten Eurre). Dem sichtbaren 
Eörperbüdrande gehören aufier dem äußeren Ovale noch die B<^n 
YjLgY^ u»d Z^iYjY^Zj) des inneren Kurveateiles an^ wie man leieht 
einsieht, wenn man den Y^lauf der Bewegung des Meridianbildes Wi 
verfolgt. Yon den Parallelkreisen sind drei in Fig, 130 eingezeichnet^ 
nämlieh der obere Sebeitelkreis (UoU^U^U,^ der äußere und der innere 
Äquator (M'" i| J" und }^W'%Wy Der letztere heißt au^ der Kehl- 
kreis des Wulstea 

Die Doppelberührungsebenen des Wulstes. M' sei der Gegen- 
punkt Ten M^y M" W der zu MoM' senkrechte Durehmesser im Zentral- 
kreise C Im Bilde sind dann M''M"'^M^N' konjugierte Durchmesser 
in 6, und zwar M''M'" K M^To oder J-L^N^ Durch M"ll'" werde 
eine Bm-tihrungsebene C^ an die Kugeln (oder an die Meridiankreise) 
Mq^ M' des BotatioBskörpers g<degt; die Berührungspunkte seien P^^Ql'. 
Im Bilde hat man von aus an die Ellipse 9Rq eine Tangente OP^^ 
zu zeichnen (am bequemsten mit Hilfe der Affinität der Ellipse äJJ^ 
und ihres großen Seheitelkreises @q). Eine solche Eb^ie (E heißt 
Doppelberührungsebene des Wulstes. Sie durchschneidet ^ Ober- 
fläche lan^ zweier einander in den (^^hyperbolischen^^) Beräbrungs- 
punkten P^Ql' begegnender Kreise^ die mit dem Zentralkreise (C kon- 
gruent sind. Ist nämlich M der Mittelpunkt der erzeugenden Kugel 
oder des erzeugenden Meridiankreises in irgendeiner Lage $; bez. XH^ 
OP eine Tangente an Qt; UV der zu d parallele Durchmesser von $^ 
AB die in C hegende Sehne von tt^ C ihr Schnittpunkt mit UV^ so 
geht ABC durch 0^ weil sowohl der Ebene (E, als der Ebene Ht 
angehört; fallt man MDJLAB^ DEJ.110 (oder was dasselbe ist^ JlC); 
DF _L M"!«"', so ist ^EFD « MoOPo der Neigungswinkel der Ebene C 
gegen die Ebene (t; da aber -^ MOP = MoOPo ist wegen der Kon- 
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gmenz der Dreiecke MOP, M^OP^^ -so wird, wenn das Dreieck EFD 
pm DE in die Ebene VX gedreht wird, und das Dreieck in der neuen 
Lage E(F)D heißt, D(F) || PO. Im Sehnenviereck MDPO (^MDO 
- ^ MPO « 90») ist ^ OPM « DOM - DO(F); und ^ DMP « DOP 
== (F)DO, also Dreieck MOP «^ (F)DO, folglich MD : MP » D(F) i.DO 
*== D F : D 0, hiemach auch MD:MA=»DF:DO, daher (wegen der rechten 
Winkel bei D und bei I-) Dreieck MDA^DFO, also ,<^MAD=^DOF 
=*AOF, mithin <^MAO==AOM" (Supplementwinkel der vorigen), 
also wenn auf OM" OK = MA (=» fc) abgetragen wird, Dreieck WAO 
KOA, also KA='MO(»=a). Ebenso -beweist man, daß, wenn auf 
W OK' = 6 gemacht ist, dann K'B die Länge n hat. Die Schnitt- 
punkte irgendeines Meridiankreises mit der Ebene (E sind also yon 
den in ihr liegenden Punkten K, bez. K' um a entfernt, und da die 
Meridiankreise die Wulstoberfläche erfüllen, so schneidet die Ebene € 
diese Oberfläche in zwei Kreisen, deren Mittelpmjikte K, K' und deren 
Radien = a sind.^) Diese Kreise gehen offenbar auch durch H'", J ", 
bez. H", J'". Man zeichne die Bilder dieser Kreise in verschiedenen 
Lagen (die Ellipse K ist bestimmt durch den Durchmesser H"'J" 
und die konjugierte Sehne PoQj); z. B. so, daß die zugehörigen M^ridian- 
mittelpunkte ein regelmäßiges Vieleck bilden. 

Die Oberfläche des Körpers enthält vier Kreisscharen: die 
Meridiane, die Parallelkreise, die beiden Scharen der Kreise in den 
Doppelberührungsebenen. Es mag noch bemerkt werden, daß sich die 
beiden Kreise einer jeden Doppelberiihrungsebene rechtwinklig durch- 
schneiden, wenn sich der Meridiankreisradius b zum Zentralkreiarädius a 
verhält wie die Seite eines Quadrates zu seiner Diagonale, wenn also 
die beiden Doppelberührungsebenen, die durch denselben Äquatorial- 
durchmesser gehen, ebenfalls aufeinander rechtwinklig stehen. 

Die Konstruktion der Bilder der Schnittpunkte A, B der Ebene (E 
mit einem Meridiankreise Qt erfolgt mit Hilfe der Neigungswinkel- 



1) Holzmüller führt den Beweis durch Rechnung (Elemente der Stereo- 
metrie, I. Teil, Seite 273; Leipzig, Göschen 1899) analytisch -trigonometrisch. 
Auf einem etwas anderen Wege kommt man rechnend so zum Ziele: fällt man 
AWJ_M"M'", AX J,MO, so daß <XWA wiederum der Neigungswinkel der 
Ebene (E gegen die Äquatorialebene (T ist, und bezeichnet man AO, WO, AW, 
AX, MX der Reihe nach mit rf, Z, w, w, p, so ist d* = Z* + w* = n* -f- (a — jp)*, 
nun = a : &, w' + i'* = ^*; hieraus folgt aber durch Elimination von m "ond n 

P = (-zp — 6) , also l = — b (für den näher an K liegenden Schnittpunkt A 

n l) 

der Ebene (B mit Hl ist r^ "> - ; erst wenn er mit P zusammenfiele, also in der 

a 

Lage nio, wäre f = ^) , daher WK = Z -{- & = ^ ; ^nd also KÄ« = w« -f I* = 

T^~+ b' ^^ ' 



Umdrehungswulst. 161 

ebene M^OPq. Denn denkt man sich MR || KI"KI''' bis an OMq ge- 
zogen, so muß die längs MR auf ^ senkrecht errichtete Ebene die 
Ebene € in einer Oeraden C S || M R und die Neigungswinkelebene 
M^OPo in einem Lote RS || MC schneiden. Zieht man daher im Bilde 
MR||M"M'" bis an üMo, dann RS||a bis an OPo, so trifft SC||M"M'" 
die Linie UV in C; endlich sind A, B die Schnittpunkte von OC mit 
der (durch die Normale LMN von © als Achse und UV als Durch- 
messer bestimmten) Ellipse SR, die man (ebenso wie die Tangente OP) 
z. B. mittels einer Affinitätskonstruktion finden kann (§ 3). (Die- 
selben Punkte A, B und ihre Gegenpunkte ergeben sich nach dem Satze 
über die Schnittfigur der Ebene € auch als Schnittpunkte von OC 
mit den Ellipsen, die die Schnittkreise K, K' darstellen). K, E' sind 
natürUch die Mitten von H'"J",H"J'". Dabei sind H"Hi und J^'J^ 
IIM^M". 

Bei der Konstruktion des scheinbaren Umrisses des Körpers und 
der Bilder der Meridiankreise beachte man noch, daß die Normale 
eines Ellipsenpunktes auf dem konjugierten Durchmesser 
senkrecht steht; man gehe also zur Konstruktion der Ellipse 6 gleich 
von lauter Paaren aufeinander senkrechter Durchmesser ihres Haupt- 
scheitelkreises aus. Bei völliger Seitenansicht besteht der innere Teil 
des Umrisses aus zwei mit den erhabenen Seiten einander zugekehrten 
Halbkreisen um M^ und M^, und den ihre Enden verbindenden 
Parallelen. — 

Auf ähnliche Weise wie die Ellipsen K, K' ergibt sich auch das 
Bild der Schnittkurve einer beliebigen Ebene; jedoch kann man 
zu diesem Zwecke statt der Meridiane auch die Parallelkreise benutzen. 

Man zeichne z. B. (bei beliebiger Stellung) die Schnittlinie der 
Wulstoberfläche mit einer zur Achse parallelen Ebene im Abstände 
des Kugelradius 6; man beweise an der Figur, daß die Schnittkurve 
eine Cassinische Linie ist (trifft die zur Schnittebene (E parallele 
Achsenebene den Kreis (t in A und B, werden AA^, BB^ _L C gefällt, 
ist M auf (E der Mittelpunkt der erzeugenden Kugel in beliebiger 
Lage, und wird £ von MA, MB, MO in C, D, Q geschnitten, so ist ein 
Endpunkt P des in Q auf der Ebene (C bis zur Kugelfläche M er- 
richteten Lotes ein Punkt der Schnittkurve. Aus der Ähnlichkeit der 
Figuren MCQD,MAOB folgt die Kongruenz von PCQ, PDQ, PMQ; 
aus der Ähnlichkeit von AA^C, DB^B (^BMA), aus der Gleichheit von 
PC, PD, PM, AAi, BBi (- b) und aus der Gleichheit der Winkel PCO, 
PDO ergibt sich die Ähnlichkeit der Dreiecke A^CP^ PDB^, hieraus 
aber schließt man, daß diese Dreiecke ähnlich dem Dreieck B^PA^ 
sind und also für jeden Punkt P der Schnittkurye PA^ • PB^ == 
2a b ist). 

Man entwerfe die Figur für den FaU 6 == a oder b> a, denn in 
Fig. 130 ist 6 < a angenommen. 

O. Blohter, Kreis und KugeL 11 



^ 
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Man zeichne in einen solchen Wnist eine Kette von Berührongs- 
kngehi (man setee die Bedingung dafür an^ daß sich die Kette schließt; 
AnsMthl der Kugeln 3^ 4^ 5, 6^ 8^ 10^ 12^ 15; . . .). Man bestimme mittels 
einer Reihe einbeschriebener Isophotenkugeln (oder durch Yersohie-* 
bung einer solchen Kugel) die Isophoten auf der Wulstfläche (Schnitt- 
punkte der Kugelisophoten mit den Meridianen!). 

Man zeichne in ein Kugelsegment den Wulst^ der sich innen 
selbst berührt (6 ■= a), lege um diesen meder einen Wulst, usw.; 
ebenso um die größte dem Segment einbeschriebene Kugel. Berech- 
nung dieser Ringkörper! 

Man zeichne mit Benutzung von § 13, 24 das Ringgestänge, 
das entsteht, wenn man um alle Parallelkreise des Wulstes parallele 
regelmäßige Achtecke legt; ferner eine sechskantige Kuppel, in- 
dem man eine Sechstelkreislinie um das Mittellot eines Grenz- 
radius dreht und um alle Parallelkreise des Rotationskörpers parallele 
regelmäßige Sechsecke beschreibt; oder die vierkantige Kuppel, die 
ebenso aus dem durch Rotation einer Achtelkreislinie entstehenden 
Körper durch Quadrate abgeleitet wird (Reichsgerichtskuppel in 
Leipzig), usw. Man berechne die Räume dieser Körper mittels der 
„Guldinschen Regel'^ und des „Cavalierischen Satzes^'. 

An die Rotation schließt sich die durch gleichzeitige Verschiebung 
längs der Rotationsachse entstehende Zylinderschraubung an. Was z. B. 

in. die Wendeltreppe betrifft, so zeichne man das Bild eines 
in n gleiche Sektoren geteilten Kreises (Radius r) mit einem Zylinder, 
der längs eines kleineren konzentrischen Kreises (Radius r^) auf der 
Kreisebene senkrecht steht. Dieser Zylinder soll der Schaft der Wendel- 
treppe werden, die Stufen zwischen ihm und dem auf dem größeren 
Kreise errichteten Zylinder, der als äußere Wandfläche des Treppen- 
raumes vorgestellt werde, eingefügt sein. Nun verschiebe man längs 
der Zylinderachse die links herum der Reihe nach mit 1, 2, 3, 4 . , . 
bezeichneten Sektoren um die entsprechenden Vielfachen Is, 2s, 3«, 4« . . . 
der Stufenhöhe s, sowie um die Beträge Is — dj 2s — d, 3s — rf.. ., 
wo ä die Dicke der Platten oder Bohlen bedeutet, aus denen die Tritte 
geschnitten sind. 

Fig. 131 stellt eine steinerne Wendeltreppe^) aus zehn Stufen 
dar. Durch die Bilder von zwei etwas gegeneinander gedrehten regel- 
mäßigen Vielecken (Zwölfecken) erhält man, indem man die zu- 
gehörigen Ellipsensektoren längs der Treppenspindel verschiebt, die 
Bilder der Stufen mit ihren Auflagerflächen. Die ümlegung, welche 
die wahre Länge des Schaftes zeigt, ist (ebenso wie bei Fig. 132) 
weggelassen. 



1) ZentralperspektiviBch findet sie sich gezeichnet in der darstellenden 
Oeometrie von Bohn und Papperitz. 
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Man zeichne eine an der Innenwand eines zylindrischen 
Turmes emporgeführte Wendeltreppe ohne Schaft. — Dreht man 
das Bild einer solchen in Obersicht gezeichneten Wendeltreppe (s. B. 
Fig. 131) in seiner Ebene um 
180® herum; so hat man das 
Bild der Treppe in üntersichi 

Man zeichne die steinerne 
Wendeltreppe von einer unter- 
seitigen Schraubenfläche 
begrenzt, die die freien Unter- 
kanten der Stufen verbindet. 
Auch stelle man die Figur her, 
die entsteht^ wenn man so- 
wohl die Oberkanten als die 
ünterkanten durch je eine 
Schraubenfläche verbindet 

Eine solche Schrauben- ' 
fläche wird erzeugt durch ste- 
tige gleichmäßige Verschiebung 
eines Zylinderradius längs der 
Achse und gleichzeitige Dre- 
hung um die Achse; jeder Punkt 
des Radius beschreibt dabei 
eine Zylinderschraubenlinie. In 
der Fig. 131 ist die Schrauben- 
linie, die er auf dem inneren Zylinder (Radius r^) beschreibt, steiler, 
als auf dem äußeren (Radius r), Ist h der Abstand des Radius von 
der Grundfläche, nachdem er bei seiner Schraubenbewegung in den- 
selben Zylinderachsenschnitt zurückgekehrt ist, von welchem er in der 
Grundfläche ausging, nachdem er also genau einen Umlauf („Gang'') 
vollendet hat, so heißt h die Ganghöhe oder Dralllänge der von 
den Punkten des Radius beschriebenen Schraubenlinien. Eine solche 
Schraubenlinie kommt auch dadurch zustande, daß man auf den Mantel 
des Zylinders, auf dem sie liegt, ein rechtwinkliges Dreieck aufwickelt, 
dessen Grundkathete gleich dem Umfange u des Zylinderkreises, und 
dessen andere, zur Achse parallele Kathete gleich der Ganghöhe h ist; 
die Hypotenuse wird beim Aufwickeln zur Schraubenlinie, die alle 
Mantellinien des Zylinders unter gleichem Winkel d schneidet (Drall - 
Winkel). Der Winkel a, unter dem die Schraubenlinie in jedem 
Punkte den durch diesen Punkt gelegten Zylinderquerschnitt (Parallel- 
kreis) schneidet, heißt der Steigungswinkel (a + d « 90®). Dabei ist 

h h 

tan a = cot S = — = - -, wenn r den Zvlinderradius bedeutet. 

Man unterscheide die in ihrer Art verschiedenen links- und rechts- 

11* 





Fig. 181. 



J 
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gedrehten Schrauben; je nachdem bei vertikaler Stellung der Schrauben- 
achse die Windungen von unten nach oben links herum (wie 
beim Wein) oder rechts herum (wie beim Hopfen) gehen. 

Man zeichne auf einem Zylinder in gleichen Abständen und gleicher 
Drehungsrichtung (links herum oder rechts herum) die Drallzüge 
eines öewehrlaufs (z.B. tan a = 30, d.h. A = 603tr) oder eines 
Haubitzenrohres (z. B. tan a = 15, d. h. A «^ SOsrr). 

Man zeichne auf einem Zylinder (Radius r, Grundkreismittel- 
punkt 0), links herum von zwei Grundkreispunkten A, B aus Schrauben- 
linien mit beliebiger Ganghöhe h (tan a == ^ — j, rechts herum von 

(TL' 
a = 90®— «, cot a = tan a ^ ^ , 

also 2 — = -?- , Ä' = ^iP~) Schraubenlinien. Die von A ausgehende 

Schraubenlinie der ersten Art werde von den von B, C ausgehenden 
Linien der zweiten Art in D, E geschnitten, während F der Schnitt- 
punkt der von B ausgehenden Linie der ersten und der von C aus- 
gehenden Linie der zweiten Art sei. Dann ist BDEF ein krumm- 
flächiges Rechteck auf dem Zylinder. Man zeichne ein Netz 
aus solchen Rechtecken, indem man den Bogen AB auf dem 
Grundkreise wiederholt abträgt (= BB' =« B'B" • • •) und von allen 
Teilungspunkten B, B', B" • • • aus Schraubenlinien der ersten Art 
zeichnet, und indem man auch BC wiederholt abträgt (== CC = 
C'C" =»•••) und von den so entstehenden Teilungspunkten C,C', C" • • • 
aus Linien der zweiten Art zeichnet. 

Man zeichne ebenso ein Netz von Parallelogrammen auf dem 
Zylinder, indem man a unabhängig von a beliebig wählt. Man 
zeichne einen zum ersten konaxialen kleineren Zylinder (Radius 
r^ <r); die Schnittpunkte der Radien OA,OB,OB', OB"- •• mit seinem 
Grundkreise seien A^, Bi, B^B;' • • ., die der Radien OC, OC, OC" • • •, 
ebenso C^, Cj, C^ • • •. Man zeichne von A^ B^, B(, B^ • • • aus Schrauben- 
linien der ersten Art von derselben Ganghöhe (links herum, Gang- 
höhe Ä, Steigungswinkel a^), von Bj, C^, C^, C^ • • • aus Schraubenlinien 
zweiter Art auch von gleicher Ganghöhe wie auf dem ersten Zylinder 
(also rechts herum, Ganghöhe A', Steigungswinkel a^). Die zwischen 
den beiden Zylindermänteln liegende zylindrische Wand wird durch 
die beiden parallelogrammatischen Netze in krummflächig (seitlich von 
Schraubenflächen begrenzte) parallelepipedische Zellen zerteilt: spiralig 
gefügte Tonnengewölbe mit radiären Fugen, bei Tunnels, Eisen- 
bahnüberführungen usw. Man zeichne einen einzelnen Gewölbe- 
stein so, daß die innere Gewölbefläche (auf dem kleineren Zylinder- 
mantel) ein Rechteck ist (also a^ -f- «^ = 90^, folglich für einen spitzen 
Parallelogramm winkel ß des äußeren Netzes tan ß == -^—rr l » r) , 
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oder so, daß die äußere Gewölbefläche ein Rechteck ist fdann ist 
für einen stumpfen Parallelogrammwinkel ß^ des inneren Netzes 









tan /3i = — 

IV. In Fig. 132 ist (mit Zwölfteilung) die Verschiebung und 
Drehung einer Fläche dargestellt, die aus einem Rechteck nebst ange- 
setztem gleichschenkligen Dreieck 
besteht. Ist ABCD das Rechteck, 
CDE das gleichschenklige Dreieck 
mit der Basis CD, so verschiebt 
sich das Fünfeck ABC ED mit der 
Seite AB längs einer Geraden (der 
Schraubenachse), und dreht sich 
dabei gleichförmig um dieselbe Ge- 
rade. In der Figur ist die Gang- 
höhe der durch diese Bewegung 
erzeugten Schraube gleich AB 
gewählt, so daß sich die von dem 
Dreieck CDE erzeugten Schrauben- 
windungen auf dem Zylinder vom 
Radius BC (der Schraubenspindel) 
aneinanderlegen. Man lasse ebenso 
ein Rechteck CDEF um eine zu 
CD parallele Gerade rotieren und 
sich so verschieben, daß die Gang- 
höhe gleich dem Doppelten oder irgendeinem Vielfachen von CD ist; 
ähnlich einen nach innen oder nach außen gekehrten Halbkreis, einen 
Vollkreis, eine Kugel (Schraubenröhrenfläche). Der Anfänger muß 
sich hier damit begnügen, einzelne Bogen in genügend engen Ab- 
ständen zu zeichnen, um seine Vorstellungskraft daran zu üben; die 
theoretisch genaue HerstelluDg der Umrisse der entstehenden Flächen 
und der Überschneidungen ihrer Ränder im Bilde gehört in die höhere 
Geometrie. 

Man zeichne die Zapfen der Nadelhölzer mit der spiraligen 
Anordnung der Schuppen und Schilder.^) 

Man zeichne femer auf Zylinder, Kegel, Kugel rechteckige Ein- 
teilungen, indem man parallel dem Grundkreis (oder Kugeläquator) 
nach irgendeinem Gesetze angeordnete Kreise zieht (z. B. von gleichem 
Ebenenabstande auf Zylinder, Kegel, Kugel, oder von gleichem Bogen- 




Fig. 182. 



1) Wenigstens im mittleren, als zylindrisch vorausgesetzten Stück des 
Zapfens. Man vgl. Alex. Braun, vergleich. Untersuch, üb. die Anordn. der 
Schuppen an den Tannenzapfen (Verhandl. der Kais. Leop.-Carol.-Akad. d. Naturf.^ 
1831, 15. Bd., 1. Teil, S. 195 ff.). 
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abstände aaf der Kugel)^ und zu ihnen rechtwinklige Meridianlinien 
in gleichbleibenden Abständen (durch Teilung des Ghnindkreises oder 
Äquators in gleiche Teile). Man verbinde die Ecken der entstehenden 
krummflächigen Rechtecke diagonal durch SpiraUinien. In seiner 
y^Under^reysung der messung mit dem zirkel und richtscheyt, in linien, 
ebenen und gantzen corporen'' bildet Albrecht Dürer eine Säule im 
Aufriß ab; auf ihr sind Parallelkreise zu Hilfe genommen^ deren Ab- 
stände von der Grundfläche sich verhalten wie die trigonometrischen 
Tangenten solcher Winkel^ die eine arithmetische Reihe bilden (z. B. 
l(fi, 20*^, 30*^ • • •), so daß die diagonalen Spirallinien einen nach oben 
besföndig abnehmenden Drallwinkel haben. 

y. Quadratische Netze auf Zylinder^ Kegel^ Kugel. 

Man zeichne die Diagonalen eines qaadratisclieii Netzes auf 
dem Zylindermantel, indem man den Abstand benachbarter Parallel- 
kreise gleich der Bogenlänge zwischen zwei benachbarten Mantellinien 
macht. Ist also der Grundkreis in n gleiche Teile geteilt und durch 
jeden Teilungspunkt die Mantellinie gezeichnet, so berechne man 

(logarithmisch) die Strecken m , wo r den Radius des Zylinders 

bedeutet und m der Reihe nach gleich 1, 2, 3, 4 • • • genommen wird; 
oder man stelle nach einer genügend genauen Näherungskonstruktion 
den Umfang als gerade Strecke dar und teile diese in n gleiche Teile. 

Ist d = ein solcher Teil, so zeichne man nun Parallelkreise auf 

dem Zylinder in den gleichen Abständen d. 

Ist auf dem Grundkreis des Zylinders A der Anfangspunkt der 
Zählung, Bogen AA^ » A^A^ = A^A, » • * • « d, sind durch A, A^, Ag, 
Ag • • • • die Mantellinien und in den Abständen Ä^ ^ d, 'h^=^2dy 
Äj = 3rf- • •, die Parallelkreise gezogen, so ist die von A unter 45® 
ausgehende Spirale, die das quadratische Netz diagonal durchsetzt^ 
nach Durchquerung von m Quadraten an einem Punkte angelangt, 
dessen Abstand von der Grundfläche 

K-^' -^- (1) 

ist. 

Um die quadratische Einteilung durch Mantellinien und Parallel- 
kreise auf dem Kegelmantel zu erhalten, muß man, wenn man wieder 
den w*^ Teil des Grundkreisumfanges 27tr mit d, die Höhe des Kegels 
mit ü, die Mantellinie mit Je bezeichnet, und die immer kleiner wer- 
denden Abstände der Parallelkreise von der Kegelspitze Zj, l^y ^g • • •, 
allgemein l^ nennt, 

^-»-■„-^i (2) 

e * 



( 
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für die Einteilung des unter den Grundkreis verlängertenMantels 



m • — 



C=?-ß */ nehmen, wobei e = 2,71828 ••• die Basis der natür- 
lichen Logarithmen ist (wie man durch die Dififerentialrechnung, oder 
auf einem kleinen Umweg auch elementar zeigen kann). Sind h^ die 
Längen der Mantellinien, die von den einzelnen Parallelkreisen be- 
stimmt werden, so ist auch 



m — ^ y 

e * 



Man berechne also die Strecken l^ oder k^ logarithmisch, trage 
sie im umgelegten Achsenschnitt des Kegels ab und zeichne nun das 
Bild des Kegels in beliebiger Stellung mit den Pärallelkreisen und 
den n Mantellinien. Darauf zeichne man die Schraubenlinien, die die 
Ecken der konischen Quadrate diagonal verbinden. 

Die qnadraiisGlie Einteiliuig der Kngelfläche durch Meridiane 
und Parallelkreise hängt eng mit der Herstellung der Erdkarte nach 
der Merca torschen Projektion zusammen. Ist der Winkelabstand des 
Grundkreises einer Kugelkalotte von dem dazu parallelen Hauptkreis 
(Äquator) q) Grad, wird der Kreis durch Meridiane, die vom Scheitel der 
Kalotte ausgehen, in n gleiche Teile geteilt, sind die Winkelabstände der 
die Querteilung bewirkenden Parallelkreise vom Hauptkreise aus y^, y^, 
93 • • •, allgemein 9^ Grad, und bezeichnet man den in Grad ausge- 
drückten Winkel (angulus), dessen trigonometrische Tangente (tan) 
den Wert t hat, mit ang tan t (z. B. ang tan 1 = 45), so ist 

(p„^ - 2. (ang tan [e""^' tan (| + 45)] - 45) • (3) 

Man berechne also mit der Logarithmentafel die ganzen Vielfachen 
von —--log c, vermehre sie um log tan (2. + 45] ^ suche zu den ent- 
stehenden Zahlen unter log tan den Winkel und vermindere ihn um 
45 Grad, so ist das Doppelte der Differenz gleich 9?^. Soll die Kugel 
auch nach der entgegengesetzten Seite vom Kalottengrenzkreis aus 

geteilt werden, so sind die negativen ganzen Vielfachen von — log e 
zu benutzen. Ist insbesondere eine Halbkugel zu teilen, so ist 

9 = und daher 9^ == 2 • Vang tan e " — 45/ . Hat man dann etwa 
nach Fig. 140 das Bild der Kugel mit den n Meridianen und den 
Parallelkreisen, die den Winkeln (pm entsprechen, angefertigt, so kann 
man die Spirallinien einzeichnen, welche die Ecken der ßphärisohen 
„Quadrate" verbinden. 

Die angedeutete Rechnung verläuft folgendermaßen, z. B. für 
w = 16, 9 = 30 (Grad): 
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log« 


1 0,48429 




log 0,43429 


(— 1),68778 


• 


logÄ . 


0,49716 




0,13493 


t 


log 8 


0,90309 




(-1),28184 




8 log« 


1 0,17056 


Von nun an 


genügen für < 


sine Zeichnung in mittlerer Größe 


dreistellige Logarithmen^): 




w= 1 


m = 2 


w — 10 


log tan 60<> 0,239 




0,239 0,239 


^logc 1 0,171 


2. -logc 

8 1 


0,341 10 • "* log e 1,706 

8 


0,410 




0,680 1,945 


ang log tan 0,410 68,7 


ang log tan 0,680 


76,26« ang log tan 1,945 


9^1 ! 47,4 

! 
t 


. 9, 

1 


60,6 =90 — anglogtan(— 2),055 89,35 <> 

9io 88i7« 



So findet man 9)3 = 69,8, 9^ = 76,3, gjß = 80,7, 9« = 83,7, 9^ = 85,8, 
^8 = 87,1, 9?9 = 88,1, 9?ijL '^ 89;l5 ^^^ der anderen Seite (p_^ = 8,9, 

9^.1 = -13,4; 9-8 ^ 33,9, q>^^ 50,4, 9.5 62,7, 9^5 = — 71,4, 

9-7 '^'^;4, 9^ 81,4, 9.9 = - 84,2, qp_io = - 86,1, y^u = - 87,4, 

9-18 =* — 88,2, g)_,8 «= — 88,8, 9)_,4 = — 89,2. 

Wenn man (auf dem Zylinder, dem Kegel oder der Kugel) bei 
dem Verbinden der Ecken jedesmal eine feste Anzahl von Parallel- 
kreisen, oder andererseits eine feste Zahl von Meridianlinien über- 
springt^ so erhält man andere Spirallinien („Loxodromen*' auf der 
Kugel), die aber bei gleichem Drehungssinne gegen die Meridiane und 
Parallelkreise wieder eine „quadratische Einteilung" hervorbringen. 

Der Begriff der „quadratischen" Teilung auf einer krummen 
Fläche bezieht sich auf unendlich kleine rechteckige Prächenstücke. 
Während die erste, für den Zylinder gültige Gleichung hiemach 
selbstverständlich ist, lassen sich die beiden anderen mit Hilfe der 
Infinitesimalrechnung, aber auf einem Umwege auch elementar her- 
leiten. Der Kürze wegen mag hier nur der Beweis ihrer Richtig- 

keit mittels der Reihenentwicklungen ^^'l + ^+i ö^"*'* ^^^ 

üj' x^ / 

sin X =^ X — ^ ,^ .^ -j- zr ^ 6^r~i — • • • • (wo x einen io Bogenmaß 
ausgedrückten Winkel bedeutet, also wenn dieser (p Grad enthält, 
/p -- ^ ist) elementar gegeben werden. Teilt man den Grund- 

29f f 

kreis 2xr des Kegels in unendlich viele gleiche Teile = dp 

1) 0. Richter, Dreistellige logarithmische und trigonometrische Tafeln, 
Leipzig, Teubner. 
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(n = oo), und bezeichnet man das m fache eines solchen Teiles (ni auch 

= oo) mit Py so ist nach der zweiten Formel k^^Jc-e * . Die Stelle A, 

wo der im Endpunkt von HP=jp auftrefifende Meridian (Mantellinie) 

PÄD den Parallelkreis AB schneidet^ dessen Punkte von der Eegelspitze 

den Abstand k^ haben^ sei eine Ecke eines unendlich kleinen Rechteckes. 

dp werde auf der örundkreislinie als Verlängerung PQ des Bogens p 

gedacht. B sei der Schnittpunkt des Parallelkreises AB mit dem 

Meridian, der nach dem Endpunkte Q des Bogens (jp + dp) hingeht; auf 

dem Meridian PÄD aber sei AD (nach der Eegelspitze hin abgetragen) 

gleich dem unendlich kleinen Stück dk^, um welches sich k^ ver- 

__ p 

mindert, wenn man in der Formel k^^k-e ^ p um dp vermehrt. 

Also ist 

Ic^^lce ^ —k-e * = ft-e ^ [l — e */ 

dp , "|\ j dp 

weil die Summe der übrigen Glieder mit diesem verglichen unendlich 
klein ist. Aber da aus ähnlichen Dreiecken AB : dp ^km'.k folgt, 
so ist dkm oder AD ^ AB. Trifft daher der durch B gehende Meridian 
QB den von D ausgehenden Parallelkreis in C, so ist ABCD ein un- 
endlich kleines Quadrat. — 

In der für die Kugel angegebenen Formel 

— 
y,„ = 2 • fang tan | /* « • tan (^ + 45) } — 45 1 

oder 

tan (^- + 45) = e"" ^.tang- + 45) 

seien ebenfalls m und n unendlich groß, und wiederum mit dpy 

m • dp mit p bezeichnet, wobei r den Kugelradius bedeutet und der 
Bogen p auf dem Äquator liegend gedacht werde, während dp eine 
unendlich kleine Verlängerung dieses Bogenstückes ist. Der Breiten- 
kreis (pm treffe die Meridiane, die durch die Endpunkte des Bogens 
dp auf dem Äquator gehen, in A und B; ist Qm der Radius dieses 

Breitenkreises, also ^"^ = cos (p^y so ist AB = dp • cos (pm- Es sei 

nun d(pm der Winkel, um den g?„, wächst, wenn in der Gleichung 

p 
tan (^ + 45) = e '* • ^aii(v + ^^j P ^^ ^P vermehrt wird; also 

p ■{■ dp 

tan /5^ + 45 + -|^) = e "-^ • tan (| + 45) . Subtrahiert man von 
dieser Gleichung die vorige, so erhält man, indem man links tan in 
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sin —^ 
sm 



verwandelt und gleichnamig macht — ^ — r - 

cos (?^ + 46 + ^^'^- j cos (^ + 45) 

=» e '' ( c '' — 1 j tan (^ + 45) i ^^ ^^^^ ^^ Nenner -^ unendlich klein 
gegen die anderen Summanden^ ferner nach einem goniometrischen 

Satze sin ^ = ^.-*^,imd/''- 1 - (l + ?^) _ 1 - ^ ist (beide- 

mal mit Weglassung von Gliedern, deren algebraische Summen gegen 

die hingeschriebenen unendlich klein sind^), so hat man ^9m'Töö^ 

2.co8»(?|5 + 45).tan(^ + 45).^oder*-"^ = dl,.8in(9„ + 90) 

=» rf|)-cos 9^ = AB. Trifft aber der Breitenkreis mit dem Winkel- 
abstand (q)^ + ^9m) ^^^ durch A, B gehenden Meridiane in D, C, so 

ist AD = Tgö '^9^»»; lind also AD = AB, folglich ABCD ein unendlich 

kleines Quadrat. — Der Faktor tan (|^ + 45] , ohne den der Beweis 

ebenso verlaufen würde, bewirkt nur, daß für m««0(p=-0)9)Q==»y 
wird, also der durch 9 bestimmte Breitenkreis den Anfangspunkt der 
quadratischen Teilung enthält. 

Die obigen Formeln (1), (2), (3) geben die quadratischen Ein- 
teilungen des Zylindermantels, des Kegelmantels, der Kugelbaube von 
dem Grundkreise aus, und als Diagonalkurven der quadratischen Netze 
Linien, welche die Meridiane der Fläche sowie die Parallelkreise unter 
45^ schneiden. Für einen beliebigen Neigungswinkel a gegen 
die Parallelkreise muß man dagegen auf Zylinder, Kegel, Kugel 
ein Rechtecknetz benutzen, dessen Parallelkreise aus den Formeln 

I. 2*** ± /TN 

*m = m.— .^, (I) 

*-= äl?^- ^"d l^^ ^^^^r-, (II) 



m 

m 



9?^=2.[angtan{e"*' » **• tang + 45) j ~ 45] (III) 

zu bestimmen sind, wo ^ = tan a ist. 

1) Denn bezeichnet man im ersten Falle — ?— -i^j^ mit ät, im zweiten -^ 

dp 

mit y, 80 ist einerseits sin -^^- = -?^-7^ — ^» andererseits e^ = 1 -j- ^ 

2 2 180 r 

4- IT. wobei Xs= 1 — — ••• <f 1 1 U... = und 

^ ' 3! 5!^7! ^3!^3!^3!^ 6(1— aj»)' 

^-2l + 3l + r! + --'<ä! + 2! + 2l + --*^2"(nr^''^- 
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Bis zu dem Parallelkreise, der dem Werte w =-» w entspricht, hat 
die Diagonalkurre einen Umlauf (Gang) gemacht, sie ist wieder bei 
demselben Meridian angelangt. Ist ein Zylinder von gegebener 
Höhe h mit Schraubenlinien zu überziehen, die ron dem Grundkreise 
bis zum Deckkreis eine gegebene Anzahl p von Umläufen machen, 

A 



so muß h^.^^hy t ^ ^^^^ ^"id 



h^^m— (F) 

sein. Soll ein gegebener Kegelstumpfmantel (Radien r^r^ Höhe ä, 
Mantellinie s, Mantellinie des Er^nzungskegels k\ Achsenschnitt 
Fig. 133) mit Spiralen ron p Umläufen versehen werden, so ist 
1c' =^k^p^Jc — Sy daher nach (II) 

6 * =»» 77 == - oder e ' = - , folghch t « z — 7- rr-i , 

kr f f '^ 2pjt(r — r)logc' 

und 



m m 



, ^ r-s //\«p , _ ? _ r/t /A**^ /TT'\ 

/r\np /r\»p 

Wird die Herstellung von Loxodromen mit j? Umläufen auf einer 
Kugelzone (Achsenschnitt Fig. 134) verlangt, deren Grenzkreise die 

Äquatorabstande (p, fp haben, so ist tp^^ = (p\ daher nach (HI) (— + 45] 

tan (— + 46 ) 

=^ ang tan \e • tan (^ + 45) 1, oder e =» — ; -, also 

^ ^ ^^ tan(|- + 46) 

log tan (%- + 45) - log tan (|- + 45) 

\2 / _K2 /^ ^^^ 



<P. = 2. 



L 



2p7t log 6 

(fM5)|- 

tan(|- + 46) 



ang tan 



m 

tan(-'^4-45ll«i' 



tan(-| + 45) j - 45 



(lU') 



In den Formeln (F), (H'), (HI') ist m der Reihe nach gleich 
1, 2, 3 • • •, bis n -p zu setzen. 

Für die Schraubenlinien auf einem Zylindermantel vergleiche 

man den unteren Teil der Fig. 136; hier ist h = — -, i> «- «-, w =« 12, 

also Formel (I) bei ^ = 1 (« = 45) anwendbar. Es braucht wohl kaum 
hervorgehoben zu werden, daß bei der Zeichnung von solchen Schrauben- 
linien auf dem Zylindermantel die elliptischen Bilder der Parallelkreise 
nicht alle gezeichnet zu werden brauchen; man erhält die Punkte 
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einer Schraubenlinie "durch Abtragen ron Strecken auf den Mantel- 
linien. Man zeichne auf einem Zylinder eine Schraubenlinie für 

« ■= 6f (Grad), die ungefähr dem Spiralband 
auf der Trajanssäule in Rom entspricht. 

Gleichung (IF) gibt für fc=r(Z=0) 

^. ^^^ in einem ebenen 

Kreisstreifen die 
Spiralen, welche aUe 
Radien unter glei- 
chem Winkel schnei- 
den (sog. logmarithi* 
sehe Spiralen), und 
kann übrigens im 
allgemeinen unter Benutzung der in Fig. 133 angedeuteten Bezeich- 
nungen (Ä^ Abstand von der Grundfläche) auch geschrieben werden 





Fig. 133. 



Flg. 134. 



m 



{r 



^y['-m-<-w^Ä^-0^- ^'"^ 




Fig. 135. 

Ä « 28 mm, ü = 56 mm, also l^ = 



56 



m 



Nach den Formeln 

• 

(11'), die nichts anderes 
als eine Einschiebung meh- 
rerer mittlerer Proportio- 
nalen zwischen zwei ge- 
gebenen Strecken bewir- 
ken, ist in Fig. 135 auf 
einem Eegelstumpf eine 
Schar von Spiralen für 
_ w = 8, ^ == ^, r:r':s:A:Z 
= 6:3:5:4:8 gezeichnet. 
In dem ürbilde (die Ab- 
bildung 135 ist eine Ver- 
kleinerung davon) war 

Hieraus ergab sich für 



m = 1 

log 2 I 0,301 

lögöef 1,748 
^ log 2 ' 0,076 

log \ 1,673 
h 47,1 
h, 8,9 



w = 2 



w = 3 



log 56 
flog 2 
log?. 



1,748 
0.150 



1,598 
39,6 
16.4 



log 56 > 
flog 2 

log^s I 
k 

^9 i 



1,748 
0,226 

1,522 
33,3 
22,7 



Den Winkel a, den diese Spiralen mit den Mantellinien bilden^ 
erhält man nach S. 171 aus der Gleichung tan a = - — y — zu 20^ Grad, 
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da T = 2 und ,__ , == -^ ist; die Beclmung mit dreistelligen Loga- 
rithmen lautet: 



log 6 

log log 2 



log tan a 



0,699 

1),478 



0,177 
0,611 



log 3 

log 7t 

log log c 



(- 



0,477 

0,497 

1),637 



0,611 



(- 



1),566 
20,2 



Als Beispiel für die logarithmischen Spiralen auf einer Kreis- 
fläche oder einer Kreisringfläche von gegebenen Radien zeichne man 
einen flachen Taschenuhrgehäusdeckel. Oder man zeichne das reiz- 
volle Bild des abgeblühten Sonnenrosenkopfes mit den doppelt spiralig 
angeordneten Spreublattzellen und l 

Kernen. Zu diesem Zwecke teile 
man den Umfang der EUipse U, die 
die (als eben vorausgesetzte) Fläche 
U der Kemscheitel darstellt, in Teile, 
welche den gleichen Kreisteilen dieser 
Fläche entsprechen, und deren An- 
zahl n sei, berechne nach der Formel 

(II) Seite 170 die Radien r^ = - 



m 



3ä 



n 



für m = 1, 2, 3 • • •, wobei r den Radius 
von U bedeutet, und zeichne die mit 
U konzentrischen und ähnlichen El- 
lipsen mit den Halbachsen r^. In 
den durch diese Ellipsen und die 
nach den Teiliangspunkten von U 
hingehenden Radien entstehenden 
Vierecken ziehe man die Diagonalen. 
Die von diesen begrenzten Vierecke 
sind dann die Bilder der Zeilen. 
t bedeutet in jener Formel die Co- 
tangente des Winkels d, unter dem 
die Zellenspiralen die Radien schnei- 
den. Die Konstruktion gibt selbst- 
verständlich nur eine Annäherung an die Wirklichkeit; denn weder pflegt 
die Kerngipfelfläche eben zu sein, noch eine Zellspiralo ihren Winkel 
mit den Radien bis zur Scheibenmitte genau beizubehalten, d ist ange- 
nähert gleich dem Winkel, den der abgerundet rhombische Kernquer- 
schnitt zwischen einer Rhombenseite und der längeren Diagonalseite 




I 

Fig. 186. 
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aufweist^). Man untersuche andere Kompositen auf die Stellung der 
Fruchtknoten hin. 

Der obere Teil der Fig. 136, welche eine Nische darstellt, ist 
nach (III) für n *= 12, y «=■ 0, a — 45 (Grad) geaseichnet: 



m 



1: 



m =B 8: 



Vm" 


» 2 * \ang tan 


log TT 

log log e 


0,49716 
(— 1),63778 


log 6 


0,13493 
0,77816 




(— 1),36678 


7t 

ang tan e ^ 
9>i 


0,227(40) 

69,8 
28,6 


8 . 1 log c 
ang tan e ^ 

98 


0,682 

78,24 
66,6 



r * ->45): 



I» = 2: 



2 . ^ log c 
6 



ang tan e 



nt 



4: 



6 



ang tan e 



9»« 



löge 
6 



94 



0,466 

70,7 
51,4 

0,910 

82,98 
76,0 



Die den Winkeln tp^^ fp^, ip^, tp^ entsprechenden Nebenkreisbilder 
sind nach § 10, die Hauptkreisbilder nach § 8 gezeichnet und dann 
die Loxodromen als Diagonalen in das Netz eingelegt. 

In Fig. 136 sind die entgegengesetztlaufenden Loxodromen («==—- 45) 
hinzugefügt. Solche Verzierungen finden sich z. B. in den herrlichen 
Viertelkugelgewölben der Ruine des Tempels der Venus und 
der Roma, nachgeahmt und weniger eindrucksvoll an der Fontana 
di Trevi in Rom, usw. An den genannten Gewölben verlaufen sie 
jedoch steiler (etwa unter ± 60 Grad). Man zeichne eine Nische mit 
solchen steileren Loxodromen, z. B. für n = 24. Man zeichne mit Hilfe 
einer geringen Drehung der Meridiane die Loxodromen doppelt und 
schattiere die von den Dopp^llinien umschlossenen Vierecke. 

Man zeichne die Zellenteilung auf dem kugeligen Blütenboden 
des abgeblühten Löwenzahns. 

Spitzen der Schraubenlinienbilder. 

Man kann folgende Sätze elementar beweisen: 

1. Wenn man im Zylinderbilde Fig. 63 das Bild einer links- 
gewundenen, durch den RandpuDkt A gehenden Zylinderschrauben- 
linie zeichnet, deren Neigungswinkel a = <^A'0[B] ist, so ist A 



1) Vgl. die S. 166 angeführte Abhandlung von A. Braun. Die daselbst 
Tafel 47 gezeichneten Kurven geben nicht die wirkliche Gestalt der Sonnen- 
rosenspiralen wieder. 
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eine Spitze dieses Schraubenliaienbildes, und AO die Spitzentan- 
gente; an jeder Stelle^ die es mit dem linken Bande des Zylinder- 
bildes gemeinsam bat, hat es eine Bolcbe Spitze. 

2. Wird in Fig. 76 der Schnittpunkt von TT' und (B)(B') mit 
(T) bezeichnet, die durch (T) parallel SO gezeichnete Gerade von dem 
um (S) mit der wahren Mantellinienlänge (S)(B) als Radius gezogenen 
Kreis in [T] getrofifen, und nun das Bild einer links gewundenen; 
durch den Bandpunkt T gehenden Eegelschraubenlinie in das 
Kegelbild gezeichnet, deren Steigungswinkel « = <^ ('r)[T](S) ist, so 
hat dieses Schraubenlinienbild in T eine Spitze, und TT' ist die 
Spitzentangente; und jede andere Stelle, wo es an den Rand TS 
herankommt, ist eine solche Spitze. 

Ist ß der Neigungswinkel der Mantellinien gegen die Grundflfiche 
des Kegels, und v der Neigungswinkel der Kegelachse SO gegen die 
Bildtafel, so kann ein Loxodromenbild nur dann Spitzen haben, wenn 
ß>v ist. 

Sind Höhe l und Radius r des Kegels, sowie der Steigungs- 
winkel a gegeben und das Kegel bild STOT' gesucht, so daS das 
durch T gehende Bild einer Kegelschraubenlinie mit dem Steigungs- 
winkel a in T eine Spitze hat, so zeichne man (S)[T] gleich der 
(durch l und r mitbestimmten) Mantellinie 1% trage a in [T] ab, suche 
den Schnittpunkt V des 7on (S) auf den freien Schenkel gefällten 
Lotes (S)ü mit dem auf (S)[T] in [T] errichteten Lote, und lege in 
den Kreis um (S) mit h eine durch V gehende Sehne (B)O(B') von 
der Länge 2r, so gibt das von 0, der Mitte von (B)(B'), auf (S)V 
gefällte Lot das Kegelspitzenbild S auf (S)V; AOA' = 2r, parallel 
(S)V gelegt, ist die Achse des Grundflächenbildes, die Parallelen durch 
(B)(B') zu (S)V treffen OS in den Nebenscheiteln B,B' des Grund- 
flächenbildes. (Zur Herstellung der Punkte (B), (B') lege man in den 
Kreis um (S) mit k eine Sehne ^ 2r in beliebiger Lage; der kon- 
zentrische Kreis, der diese Sehne berührt, heiße 'U. (B)(B') ist dann 
eine Tangente von V an U. Sollte, wie es häufig vorkommt, V außer- 
halb der Grenzen der Zeichenfläche liegen, so ziehe man mit 
Hilfe des durch [T]V, (S)V bestimmten Strahlbüschels unter Be- 
nutzung paralleler Querstrecken durch einen beliebigen innerhalb U 
passend gewählten Punkt W den Strahl WV; verbindet man die 
Punkte, wo U von (S)V und WV getroffen wird, miteinander, so 
lieg^i die Schnittpunkte dieser Verbindungslinien auf der Polare von 
V für U, also ist dadurch der Berührungspunkt von (B)(B') mit U, 
folglich auch (B)(B') selbst gefunden). 

3. Ist A auf einem Nebenkreise H, der zu einem Hauptkreise K 
einer Kugel parallel liegt, und dessen Winkelabstand von K gleich 
(p ist, ein beliebiger Punkt, ist P ein Kegelpol von K und tl, und K 
(auf OP) der Mittelpunkt von H, werden femer auf Jl die Punkte A', 
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Aj 80 gewählt; daß <^ A'KA = <^ AKA^ «= - — und auf den Haupt- 
kreisen PA', PAj die Punkte B', B^ nach Formel (II) S. 170 so be- 
stimmt, daU ihre Winkelabstände ron K gleich 9-,«, (p+m (bei belie- 
bigem m und n und beliebigem Steigungswinkel a der durch B'^A^B^ 
gehenden Lozodrome) sind; so geht die durch B'; A; B^ gelegte 
Ebene auch durch K. 

4. Wenn in Fig. 37 K{K} || UO, OQ X K{K} gemacht und KQ 
um K(K) bii^ {K} rerlängert wird, wenn dann das Bild einer links- 
gewundenen, durch U gehenden Loxodrome gezeichnet wird, deren 
Steigungswinkel a = -^{K}OQ ist, so hat dieses Loxodromenbild 
in U eine Spitze, und zwar ist UK die Spilzentangente (Beweis 
mittels Drehung der Kugel um den zu UO senkrechten Randdurch- 
messer). 

Ist 0(P)(D)(D')(K) (in Fig. 37) gegeben, dagegen das Bild 
CDC'D'KU eines Kugelkreises gesucht, dessen Abstand von gleich 
0(K), dessen Durchmesser also = (D)(D') ist, in solcher Lage, daß 
das durch seinen Randpunkt U gehende Bild einer Loxodrome von 
gegebenem Steigungswinkel a in U eine Spitze hat, so trage man auf 
(P)0 (P)S= (D)(D') und in S den ^a ab, lege das yon (P) auf 
den freien Schenkel gefällte Lot als Sehne (P)J in den Bildrand 91 
ein und fälle OP J_(P)J. Dann ist P das Polbild von CDC'D', das 
in (K) auf 0(P) errichtete Lot gibt auf OP den Punkt L, die Paral- 
lelen zu (P) J durch (D), (D'), (K) treffen OP in D, D', K, die Parallele 
durch L aber bestimmt auf SR die Spitze U der Loxodrome. 

Man zeichne die Bilder solcher Zylinder-, Kegel- und Kugel- 
schraubenlinien, die an einem Rande Spitzen haben, z. B. für a = 30®, 
45®, 60^ Macht man dann den Neigungswinkel v der Achse, des 
Zylinders, des Kegels, der Kugel gegen die Bildtafel größer 
oder kleiner, so gehen die Spitzen der Schraubenlinien entweder 
in Schleifen oder offene Biegungen über (Drehung des Körpers um 
eine zur Körperachse senkrechte und zur Bildtafel parallele 
Gerade). Man stelle diese Übergänge dar, indem man die Schraubenlinie 
erst im Bilde des umgelegten Körpers, also in dem zum Hauptbilde ge- 
hörenden Seitenriß (Neigungswinkel der Körperachse gegen die Bild- 
tafel === 0) zeichnet; soll ein Schraubenlinienbild im Hauptbilde des 
Körpers eine Spitze haben, so muß im Seitenrisse die Tangente 
des entsprechenden Punktes parallel zu dem mit der Bildtafel gleich- 
laufenden ßrunddurchmesser im Hauptbilde sein. Aber nur im Falle 
des Zylinders liegt jener der Spitze des Hauptbildes entsprechende 
Punkt des Seitenrisses auf dem Bilde der Körperachse. (Der Krüm- 
mungsradius in den Scheiteln eines solchen Schraubenbildes ist gleich 
4r • sin^ a, der Abstand einer Spitze von einer benachbarten Spitze 
27tr • sin a). 
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Nach den Formeln (III) und (III lassen sich auch kugelige Kas- 
sett engewölbe berechnen. Man zeichne nach (III) die quadratische 
Einteilung einer Halbkugelzone für w =» 28, 9) = 4, m = 1, 2, 3, 4, 5, also 

nach der Gleichung 9^^ = 2 • Lang tan [e ^^ - tan 47 j — 45 J. Die so ent- 
stehende Einteilung gleicht ungefähr der Kassettierung des Pantheon- 
gewölbes in Rom, welches jedoch kein genau quadratisches Netz ent- 
hält, da seine Vierecke im Verhältnis zur Breite etwas zu hoch sind 
(die vorgeschlagene Kassettenzone ist jederseits nahezu 2® schmaler 
als die des Pantheon). 

Es mag noch darauf hingewiesen werden, daß man durch ge- 
eignete Systeme von Spiralen einen Kreis, Zylindermantel, Kegel- 
stumpfmantel, eine Kugelzone auch in regelmäßige krummlinige Drei- 
ecke, Sechsecke, Achtecke usw. auf Grund der hier benützten Formeln 
zerlegen kann. So z. B. ist es leicht, die Kassetten in den Tonnen- 
gewölben und Nischen der Ruine der gewaltigen Konstantinsbasüika 
in Rom in senkrechter Projektion darzustellen, wo teils regelmäßige 
Achtecke (dreifach konzentrisch ineinander geschachtelt) mit parallelen 
Seiten einander zugekehrt zu je vier zwischen sich Platz für übereck 
gestellte Quadrate lassen, teils regelmäßige Sechsecke (vierfach in- 
einander geschachtelt), in horizontaler Richtung mit den Seiten, in 
dazu rechtwinkliger Richtung mit den Ecken gegeneinander gekehrt 
zu je vier zwischen sich einen Rhombus haben. 

§ 17. Figuren aus der Erd- und Himmelskunde. ^) 

1. Die Meridiane und die Breitenkreise. 

Wichtig ist die Einteilung eines Hauptkreises von 30® zu 30®. 
Die Teilungspunkte bilden ein regelmäßiges Zwölfeck, zu konstruieren 
durch Abtragen des Radius von den Endpunkten zweier zueinander 
rechtwinkliger Durchmesser aus; dabei liegen die acht neuen Ecken 
auf den Mittelloten der Radien, aus denen sich die beiden Durch- 
messer zusammensetzen. In senkrechter Projektion ergibt sich dann 
das Bild 137. Man beachte, daß man hiemach die Einteilung der 
Ellipse von 30® zu 30® ohne Benutzung des Nebenscheitelkreises 
bewirken kann, falls man — wie es bei den Anwendungen häufig 
vorkommt — die Achse AA' und ein Paar konjugierter Durchmesser. 
COC, DOD' kennt: die Mittelparallelen der Halbmesser und die von 
den Teilungspunkten des Hauptscheitelkreises auf die Achse gefällten 
Lote begegnen einander in den gesuchten EUipsenteilungspunkten. 

Legt man durch die Pole P, P' und die Teilungspunkte des Haupt- 
kreises nach § 3 (vermittels konjugierter Durchmesser) die Haupt- 
kreise, so hat man das System der Meridiane mit dem Äquator 

1) Sehr gute und richtig gezeichnete Figuren dieser Art, in Zentralprojektion 
dargestellt, befinden sich in der astronomischen Erdkunde von Martus. 

O. Eicht er. Ereis u. Kugel. 12 
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(Fig. 138). Zur Konstruktion beachte man den Lehrsatz in 
§8^6.: die Achse der einen Doppelmeridian darstellenden 
Ellipse ist senkrecht zu demjenigen Durchmesser der aqua- 

P 





Vig. 137. 



Fig. 138. 



torialen fillipse, der zum gemeinsamen Durchmesser beider 
Ellipsen konjugiert ist. 

Zugleich liegen^ nach einem Lehrsatz des § 8 (S. 41), die 
Brennpunkte aller Meridianbilder auf der Ellipse^ die man 
erhält, wenn man das Aquatorbild in der Zeichenebene um 
die Mitte herum um einen rechten Winkel dreht. 





Fig. 139. 



Fig. 140. 



Zeichnet man nach § 10 die Nebenkreise von 30® zu 30® Abstand, 
dazu die Wendekreise und die Polarkreise von 2i^l^^ Äquator-, bez. 
Polabstand, so hat man das Bild des Breitenkreissystems (Fig. 139). 
Über die Brennpunkte der Breitenkreisbilder vgl. man § 10, 4. In 
Fig. 140^) sind Längen- und Breitenkreissysteme vereinigt dargestellt, 
aber nur die Vorderseite der Kugel berücksichtigt. 

1) Diese Projektion findet bei Karten der Planetenober flächen mannig- 
fach Anwendung, z. B. zur Darstellung der größten Ländermassen und der größten 
Wasseransammlungen auf der Erde. Um die fast kreisförmige Gestalt des großen 
Ozeans einschließlich der australischen See und des südlichen Polarmeeres zu 
veranschaulichen, zeichne man das Kartennetz so, daß der Punkt des südlichen 
Wendekreises^ dessen Länge 170^ westl. ist, der Mittelpunkt wird; oder so, daß 
die Beringstraße die Mitte der Karte einnimmt. 



Meridiane und Breitenkreise. SphAriscbe Entfernung. 
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Man zeichne die Fig. 87 samt dem Hauptln'eiBe CPC'P' und be- 
weise OB der Figur, daß, wenn man PCP' als NiiUniOTidian und CDC'D' 
als Äquator betrachtet, für jeden Punkt der dargestellten (sog. Viviani- 
sehen) Dorcbdringungikurve die geographiiche Länge gleich der 
geographischen Breite ißt (man vgl. das S. 115 über die Pro- 
jektion der Kurve Gesagte). 

Die beiden besonderen Fälle Fig. 141 (Projektion auf die Äquator- 
ebene), Fig. 142 (Projektion auf eine zur Achse parallele Ebene) sind 




unmittelbar verständlich; Fig. 142 kommt z. B. bei der Darstellung der 
Monddäche zur Anwendung. iJber die Einteilung des als Gerade er- 
scheinenden Äquators in Fig. 142 vgl. § 11,3. (Fig. 43). 

Man zeichne die zu den natürlichen £artenentwürfen gehörigen 
perapektivischen Figuren (gnomonisehe, stereograpMsche Projektion; 
echte Zylinderprojektionen, darunter die Mercatorprojektion; echte 
Kegelprojektionen). Einige dieser 
Figuren findet man in dem 
Atlas von Debes - Kropatschek- 
Kirchhoff). 

2. Darstellung der sphä- 
riacben Entfernung San Fran- 
cisco— Sydney. , 

In Fig. 143 werde zunächst i^iEs 
zu PP' als Polachse der Äquator ' 
als Hauptkreis konstruiert, dann 
der Fußpunkt A dea NuUmeridiana 
auf dem hinteren Halbkreis ge- 
wählt, sein Bild A parallel PP' auf 
den Rand nach (A) projiziert und 

(A)(B) = 122,4» (westl. Länge von ' ^</- 1*^- 

ä. Fraucisco) abgetragen, darauf (unter Benutzung des kleinen Scheitel- 
kreiaes) (B) nach B auf den Äquator gebradit. Ebenso werde in ent- 
gegengesetzter Richtung (östlich) auf dem Rande (A)(G) = 151,2^^ 
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(östl. Länge von Sydney) abgetragen^ (C) nach C auf den Äquator 
projiziert; und nunmehr die Hauptkreise PBP'^ PCP' im Bilde ge- 
zeichnet (nach § 3). Darauf werden diese Hauptkreise um ihre zur 
Bildebene parallelen Durchmesser DD', EE' gedreht, bis B nach [6] 
tmd G nach {G} auf den Band 9t kommen , und auf diesem [B][F] 
= 37,8 <^ (nördl. Breite von S. Francisco) nach P zu, {G) {S} = 33,9« 
(südl. Breite von Sydney) nach P' zu abgetragen; nun [F] mittels des 
Nebenscheitelkreises, der zum Hauptkreisbilde DPBD' gehört, nach 
F auf diese Ellipse gebracht ([F]F _L DD'), ebenso {S} durch das Lot 
{S} S J_ EE' auf die Ellipse EPGE'. Endlich ist* noch das Bild des 
Hauptkreises FS nach § 6 zu zeichnen. — Die Eonstruktionslinien 
B[B], G{G} sind Tangenten an das Aquatorbild; denn z.B. B[B] ist 
senkrecht zu DD', also nach dem Lehrsatz § 8, 6. parallel zum kon- 
jugierten Durchmesser von OB im Äquatorbilde. — Über die An- 
wendung der Affinität vgl. die folgende Aufgabe. 

Man zeichne die sphärische Entfernung zweier Orte, von denen 
der eine auf der vorderen, der andere auf der hinteren Seite der Kugel 
liegt, aus ihren geographischen Koordinaten, und zwar wenn die Orte 
auf derselben Seite des Äquators und wenn sie auf verschiedenen 
Seiten des ii.quators liegen. 

3. Das Sterndreieck Wega-Deneb-Atair im Aquatorial- 
system. 

Ebenso wie einen Punkt der Erdoberfläche nach seinen geo- 
graphischen Koordinaten^ 
kann man einen Punkt 
des Himmels aus seinen 
äquatorialen oder aus sei- 
nen ekliptischen Koordi- 
naten in senkrechter Pro- 
jektion zeichnen. In der 
durch die Zeichnung 144 
dargestellten Raumfigur ist 
E der Mittelpunkt der 
Himmelskugel, PP' die 
Himmelsachse, QUQ' der 
Äquator, und zwar so dar- 
gestellt, als ob der Be- 
obachter von außen in 
die Himmelskugel hinein- 
blickte, nachdem zu die- 
sem Zweck auf der Vor- 
derseite ein kreisförmiges 
Stück herausgeschnitten wäre. Auf dem Äquator ist die östliche Richtung 
(in welcher die senkrechte Aufsteigung, ascensio recta gerechnet wird) 
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durch Pfeile bezeichnet; nach dieser Pfeilrichtung bedeutet P den nörd- 
lichen Pol. Die äquatorialen Koordinaten der Sterne Wega in der 
Leyer, Deneb im Schwan, Atair im Adler sind gegenwärtig ungeßLhr 
folgende (a bedeutet Rektaszension, d Deklination): 

a d 

Wega 278,4 <> 38,7 <> 

Deneb 309,6 <> 44,9 <> 

Atair 296,5" 8,6« 

Der Frühlingspunkt Y ist links hinten auf dem Äquator gewählt. 
Nach tJmlegung des Äquators samt der Polachse um den Durchmesser 
der Kugel, dessen Projektion auf PP' liegt, wobei P nach (P), U nach 
(U) gelangt, ist (U)Z = 8,6«; (U)X==38,70; (U)T = 44,9«' auf dem 
Rande abgetragen; durch die Lote Z(Aq), X(Wo), Y(Dq) sind die 
Punkte (Ajj), (Wq), (Dq) auf E(P), und von ihnen aus durch Lote auf 
PP' die Bilder der Mittelpunkte Aq, W^, Dq der drei Parallelkreise 
zum Äquator gefunden, die die Deklinationen der drei Sterne an- 
geben. Die Bilder dieser Kreise sind auf die bekannte Weise' aus 
ihren Scheitelkreisen zu zeichnen, auch ihre Berührungspunkte mit 
dem Rande nach § 10 herzustellen. Nun ist der Äquator um seinen 
zu der Bildtafel parallelen Durchmesser QQ' umzulegen, wobei Y nach 
[Y] auf den Rand kommt. Rechts herum sind dann die Ergänzungen 
der Rektaszensionen zum Vollwinkel abzutragen, also [Y][Di] = 50,4®, 
[Y][Ai] = 63,5«, [Y][Wi] = 81,60, und nun können durch Parallelen 
zu PP' (vermittels des kleinen Scheitelkreises der Ellipse QUQ') die 
Bilder der Fußpunkte D^, A^ W^ der Kr^se gefanden werden, die die 
Rektaszensionen der Sterne angeben. Jetzt sind die Bilder dieser 
Kreise aus den konjugierten Halbmessern EP, EA^ usw. zu zeichnen, 
darauf ihre Schnittpunkte W, D, A mit den zugehörigen Parallelkreisen 
genau zu konstruieren (D^D || ED^ usw.). 

Von besonderem Vorteile ist aber, falls Punkte der Kugel durch 
Polarkoordinaten bestimmt sind (geographische oder astronomische 
Länge und Breite, Rektaszension und Deklination), die Verwendung 
der Affinität von Ellipse und Kreis. Man kann z.B. im vor- 
liegenden Falle ohne die Bilder der Kreise konstanter Rektas- 
zension oder konstanter Deklination zu benutzen, W, D, A 
nach § 3 sofort aus Wq, Dq, Aq und W^D^ A^ finden mittels des Kreises 
über PP' als Durchmesser, indem man diesen Kreis als affin zu den 
Ellipsen durch P, P' betrachtet. Ist also F ein Brennpunkt der den 
Äquator darstellenden Ellipse, so hat man, um z. B. W zn finden, nur 
nötig, WqW; J_PP' bis an den Kreis PFP' und darauf W^W |PWi 
bis an die | EW^ durch Wq gelegte Gerade zu ziehen. Auf diesem 
Wege sind in Fig. 144 W, D, A hergestellt. Schließlich sind noch die 
beiden Kolure eingezeichnet: das Bild des Äquinoktialkolurs als 
Ellipse, die YE:fl: und PEP' als konjugierte Durchmesser hat, und 
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das Bild des Solsiitialkolurs, worin der zu Y£ A konjugierte Durch- 
messer SES' des Äquatorbildes und P£P' konjugierte Durchmesser 
sind (8' liegt auf dem TordereU; herausgeschnitten gedachten Stück 
der Himmelskugel, 8' ist also in der Figur nicht angegeben). Dabei 
muß nach früheren Sätzen Y& der Lage nach die Nebenachse der 
letzteren Ellipse, und SS' die Nebenachse der ersteren sein. 

Man zeichne auf diese Weise im äquatorialen System (oder im 
ekliptischen aus Länge und Breite) z. B. die Hauptsterne der Tier- 
kreisstembilder, oder die Hauptsteme der für das Zurechtfinden am 
Himmel geeigneten Sternbilder der Kassiopeia, des Himmelswagens, 
des Fuhrmanns oder des Orions nach Mafigabe der Koordinaten. 

4. Die Himmelskugel mit Äquator, Ekliptik, Wende- 
und Polarkreisen, Fig. 146. 

Auf dieselbe Weise wie bei 2. ist zu PEP' der Hauptkreis 
(Äquator) hergestellt, auf ihm beliebig die Knotenlinie FH ange- 
nommen, die Nebenkreise in ± 23 V,*^, ± 66 y^^ Abstand gezeichnet, 

darin die zu FH parallelen Durch- 
messer und die zu diesen konju- 
gierten Durchmesser (z.B. MN,M'N' 
in den Polarkreisbildem) hergestellt, 
und dadurch auf den Bildern der 
Wendekreise die Bilder der eklipti- 
schen Punkte S, W, auf den Polar- 
kreisbiidern die Bilder M, M' der 
Pole der Ekliptik gefunden^). Durch 
die Linien FH und SW als kon- 
jugierte Durchmesser ist das Bild 
der Ekliptik bestimmt. Die Ellipse, 
welche die Ekliptik darstellt, be- 
rührt die Wendekreisbilder im Som- 
merpunkt S und im Winterpunkt 
W, wogegen der Kreis MFM'H 
die Polarkreise in M und W berührt. Durch die MittelparaUelen 
der Halbmesser EF, EH, ES, EW kann man die Teilung der 
Ekliptik von 30® zu 30® von F aus vornehmen, ohne den Neben- 
scheitelkreis der Ellipse zu benutzen. Andernfalls muß man die 
Ekliptik um ihren zur Bildtafel parallelen Durchmesser DD' umlegen. 
Nach §8,6. ist das Bild DD' dieses Durchmessers J^MM'. Hinzu- 
gefügt sind schließlich noch die beiden Kolure PFP'H und PSP'W. 
Nach § 8, 5. ist die Achse der Ellipse PSP' W .L HF, und die Achse 




1) Zuweilen findet man in Büchern die Ekliptik in verkehrter Richtung 
oder in falscher Lage gezeichnet. Sie steigt östlich vom Frühlingspunkte 
nach Norden zu über den Äquator empor nach dem Sommerpunkte. 
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der Ellipse PFP'H senkrecht zum Bilde WS' desjenigen Aquator- 
durchmessers, der zu FH konjugiert ist. 

5. Horizontal- und Äquatorialsystem; nautisches Dreieck 
für einen Stern, dessen Stundenwinkel und Deklination gegeben sind. 

In Fig. 146 stellt OSWN den zur Scheitellinie ZEZ' als Pol- 
achse gezeichneten Hauptkreis OSWN dar; daher ist OSWN das Bild 
des Horizontes auf der Himmelskugel E- Die Bilder der Hanpthori- 
zontalrichtungen sind als be- 
liebige konjugierte Durchmesser 
OEW,SEN angenommen. Nach 
§ 11,4. ist das Bild des Äquators 
KOK'W für die geographische 
Breite (p ^ AV mit Hilfe der 
Umlegung des „ersten Vertikals^^ 
SZNZ' gezeichnet. Dessen Bild 
ist "bestimmt durch die konjugier- 
ten Durchmesser SN, ZZ'; daher 
ist nach § 8, 5. die Achse W der 
Ellipse SZNZ'XOW. SZNZ' 
denke man sich um V V umgelegt ; 
dabei kommt S nach [S] auf den 
Kugelbildrand, und zwar auf 
einem zu V V senkrechten, daher 
zu OW parallelen Wege (so daß 
S[S] Tangente an die den Horizont darstellende Ellipse OSWN ist); 

nun werde auf dem Bildrande [S][K] = 4*3** abgetragen, und zu [K] 
durch [K]K J.VV' der Punkt K auf der Ellipse SZNZ' gesucht. 
([K] ist in der Figur wegen deren Kleinheit nicht eingetragen; es liegt 
sehr nahe an K und V). Durch KEK' und OEW als konjugierte 
Durchmesser ist nun das Bild des Äquators bestimmt und die Bild- 
achse LL', sowie das (dazu senkrechte) Polachsenbild PP' hergestellt, 
wobei zugleich PP' in der Ellipse SZNZ' der konjugierte Durch- 
messer zu KK' sein wird. KK' ist das Bild der Kulminationslinie 
im Äquator. Nun werde nördlich des Äquators im Bogenabstand 
d =» 15^ der Nebenkreis G konstanter Deklination abgebildet. Dies 
kann entweder nach § 10,1. durch Umlegen um den Kugeldurchmesser 
geschehen, dessen Projektion auf PP' liegt, oder durch die schon be- 
nutzte Umlegung des Kreises SZNZ' um W: in diesem Fall hätte 

man [S][D] - 58^ (oder fK][D] « 15<>) auf dem Bildrande abzutragen, 
und vermittels [D]D _L VV den zugehörigen Punkt D auf der Ellipse 
SZNZ' zu suchen; dann wäre DGr || KE bis an PP' zu zeichnen, 
und auf der von 6 aus zu OW parallel gezeichneten Geraden durch 
die Linien, die von D aus || KO, K W gehen, die Enden des zu DGD' 




134 m. Abschnitt: Anwendungen- § 17. 

konjugierten Durchmessers O'W im Bilde des Nebenkreises 6 zu 
flachen. Das Bild dieses KreiseS; dessen Punkte die Deklination d =« 15^ 
haben^ wäre dadurch bestimmt. 

Durch PP' werde der Kreis PHP' gelegt, der mit dem ersten 
Vertikal nach Osten zu den Stundenwinkel s = 55® bildet (astronomisch 
also der Stundenkreis + 305®, der 3^40" mittlerer Sonnenzeit vor 
der Kulmination der Sonne, oder 3** 39™ 24* mittlerer Sonnenzeit vor 
der Kulmination eines Fixsternes entspricht). Man hat zu diesem 
Zwecke den Äquator um LL' umzulegen. Gelangt dabei K nach (K) 
auf dem Bildrande ((K) ist in Fig. 146 nicht eingetragen, es liegt sehr 

nahe an K nach V zu zwischen [K] und L) und wird (K)(Q) = 55® 
abgetragen (in der Figur entgegengesetzt [SJ[D]), darauf (Q)QJ.IjL' 
bis an die Ellipse OKWK' gezogen (mittels des Nebenscheitelkreises 
dieser Ellipse), so ist die durch die Halbmesser PE, QE bestimmte 
Ellipse das Bild des Stundenkreises, der Yom ersten Vertikale nach 
Osten zu um 55® abweicht. (Zur Konstruktion yon (Q) kann man, 
falls wie in Fig. 146 K(K)J^LL' einen undeutlichen Schnittpunkt 
auf dem Rande liefert, den Komplementwinkel benutzen: man zieht 

0(0) J. LL' oder || PP' bis an den Rand und tragt (0)(Q) = 35« in 

der Richtung [S][K] ab.) Hergestellt wird diese Ellipse nach § 3. 
Ihr Schnittpunkt H mit dem Nebenkreise DO'D' ergibt sich leicht, 
da GH II EQ ist. Nun ist H das Bild eines Gestirnes H mit den 
augenblicklichen Koordinaten s = 55® östlich, d = 15®. 

Der Vertikalkreis durch H wird im Bilde als Ellipse durch H 
und Z nach § 6 konstruiert; das Bild J seines Fußpunktes J erhält 
man dann durch den zu EZ konjugierten Halbmesser EJ. Nun sind 

die EUipsenbogen SJ und JH die Bilder des (von Süd nach Ost ge- 
rechneten) Azimutes .und der Höhe des Gestirnes H. Durch Um- 
legen um die zur Bildtafel parallelen Durchmesser des 
Äquators und des Hauptkreises ZHJZ' lassen sich beide Ko- 
ordinaten wirklich ausmessen. 

In Fig. 146 ist auch der Ost-West-Vertikalkreis OZWZ', dessen 
Bild sofoi-t aus den konjugierten Durchmessern OW, ZZ' hervorgeht, 
und der Auf- und der üntergangspunkt (A, U) des Gestirnes H (DGF 
bis an SN, AFÜ || OW) angegeben (wobei A, U selbst als Schnitt- 
punkte der Geraden AFÜ mit der Ellipse SONW gefunden werden 
können); endlich sind noch die Bilder der beiden Dämmerungskreise 
in den Höhen — öYg®, — 18® als Parallelkreise zum Äquator nach 
§ 10 gezeichnet. 

Ebenso kann das Bild von H aus den Horizontalkoordi- 
naten (Azimut, Höhe) gewonnen und dann Stundenwinkel und Dekli- 
nation ausgemessen werden. 
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Das Bild von P kann man auch auf die in der nächsten Aufgabe 
angedeutete Weise finden, und H nach 3. vermittels der Affinität der 
Ellipse PZKP'Z' zu dem Kreise, der PP' als Durchmesser hat, aus 

den Koordinaten K^ = 55^, QH « 15«. 

Bei der Darstellung der Tagesbahnen der Sonne kann in einer 
einigermaßen großen und genauen Zeichnung das Weiterrücken dieses 
Gestirnes in der Ekliptik (also bei gegebenem Aufgangspunkte das 
Portrücken der Kulminationspunkte im Nord -Süd -Vertikal und des 
Untergangspunktes im Horizonte) selbst bei geringer graphischer Breite, 
namentlich zur Zeit der Äquinoktien berücksichtigt und die Spiral- 
gestalt der scheinbaren Sonnenbahn veranschaulicht werden. Nur in 
den Solstitien ist die Bahn fast genau ein Kreis. 

6. Die Ekliptik und ihre Pole zusammen mit dem Hori- 
zontalsystem bei gegebener Sternzeit r und gegebener geo- 
graphischer Breite 9> (r = 15^12°^, q) = 51 Vg®). 

In Fig. 147 sind zunächst in dem Bilde des zur Scheitelachse 
ZEZ' gehörenden Hauptkreises, der den Horizont angibt, durch zwei 
beliebige konjugierte Durchmes- 
ser SN, OW die geographischen 
Hauptrichtungen festgelegt. Die 
durch die konjugierten Durch- 
messer ZZ', SN bestimmte El- 
lipse ist das Bild des sogenannten 
„ersten Vertikals". Durch Um- 
legen dieses Kreises um den S 
Kugeldurchmesser, dessen Pro- 
jektion init der Hauptachse W 
der Ellipse zusammenfällt, kommt 
Z längs der Linie Z(Z)_LVV' 
auf den Rand nach (Z); von 
(Z) aus ist auf dem Rande nach 



N hin (Z) (P) = 90^ - q) abge- 
tragen worden (dies ist hier 




Fig. 147. 



genauer, als das Abtragen der Polhöhe (N)(P) = 9) von (N) 
aus, weil N(N) J^ W den Rand unter einem kleineren 
Winkel schneidet, also einen weniger scharfen Schnittpunkt 
gibt). Nun erhält man durch Zurückdrehen P, und damit das Bild 
PP' der Himmelsachse. Im Bilde ist ferner zu P als Pol der Äquator 
als Hauptkreis auf bekannte Weise samt seiner Schnittgeraden KK' 
mit dem ersten Vertikal gezeichnet (KK', PP' konjugierte Durch- 
messer im Bilde des ersten Vertikals; KK', OW konjugierte Durch- 
messer im Aquatorbilde). Die Hauptachse der den Äquator darstellenden 
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Ellipse sei LL' (J_ PP'); legt man ihn um den zu hV parallelen 
Kugeldurchmesser um, so kommt nach [0] auf den Band (0[0] _L LL' 

oder II PP'). Nun ist auf dem Rande [0][F] = 42« nach N zu ab- 
getragen, und darch [F]F || P'P auf dem Äquatorbilde das Bild des 
Frühlingspunktes im Falle r = 15** 12" (des Herbstpunktes im Falle 
t = 3*»12~) gewonnen. Denn 15»* 12"* Stemzeit heißt, daß 15 Stunden 
12 Minuten (Sternzeit) seit der oberen Kulmination des Frühlings- 
punktes yergangen sind, oder daß noch 2 Stunden 48 Minuten (Stern- 
zeit) vergehen werden, bis er im Osten aufgeht, daß also der Winkel 
von dem Hauptkreise POP' nach dem Hauptkreise PFP' hin in öst- 
licher Richtung (bei P von außen betrachtet entgegen dem Laufe des 
Uhrzeigers) 2^15®=» 42® betragen muß, ebensoviel also auch der Bogen 

OF oder [0][F]. Der Durchmesser FEH gibt nun auch den Herbst- 
punkt H (Frühlingspunkt im Falle t -= 3*^12™), und den konjugierten 
Durchmesser QQ' in der den Äquator darstellenden Ellipse. Damit 
ist aber auch der Kolur der Tagundnachtgleichen (vermittels der kon- 
jugierten Durchmesser PP', QQ') gefunden. Die Hauptachse der ihn 
darstellenden Ellipse sei RR' (nach § 8, ö. ist RR' _L HF). Nach 
Umlegung dieses Kreises um den zu RR' parallelen Kugeldurchmesser, 
wobei P nach {P} auf den Rand wandert (P{P} -L RR'), ist {P} {M} 
=« £ === 23,45® (Schiefe der Ekliptik) nach S zu abgetragen, und dann 
durch {M}MI. RR' der nördliche Pol M der Ekliptik im Bilde ge- 
funden (für den Fall r -= 3*^12"^ hätte man s von {P} aus nach N 
hin abzutragen, oder, weil* dies im vorliegenden Falle ungenaue 
Schnitte mit sich brächte, nach S zu 90® — « bis { C } , worauf C durch 
die Linie {C}C±RR' entstünde und nun in der Ellipse PQP'Q' 
der zu E C konjugierte Durchmesser den Punkt M liefern würde). Nun 
ist die Achse MM' der Ekliptik im Bilde festgelegt, und das Bild 
der Ekliptik als des zu dieser Achse als Polachse gehörigen Haupt- 
kreises kann gezeichnet werden. Darin ist die Solstitiallinie GG' 
(Sommerpiinkt— Winterpunkt) der konjugierte Durchmesser zu FH 
(während gleichzeitig in der Ellipse PMQP'M'Q' GG' der konjugierte 
Durchmesser von MM' ist). 

Die Stellen der Tierkreiszeichen im Bilde ergeben sich durch Ein- 
teilung der Ekliptik in Abschnitte von je 30® wie in 1. 

Es läßt sich in der Figur nun das Bild eines beliebigen Sternes aus 
den äquatorialen, oder den horizontalen, oder den ekliptischen Koordi- 
naten wie in 2. oder 3. bestimmen, und durch Umlegen nach §]10 und 11 
hinwiederum lassen sich die nicht direkt gegebenen Stücke (Winkel und 
Seiten sphärischer Dreiecke) ausmessen und mit der Rechnung ver- 
gleichen. Die Erfahrung lehrt, daß bei scharfer, nicht zu kleiner 
Zeichnung die direkte Messung mit der Rechnuug hinreichend über- 
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einstimmt, in günstigen Fällen bis auf einen Zehntelgrad genau. Für 
den Schüler sind solche Übungen von hohem Werte, und die darauf 
verwendete Zeit und Mühe wird reichlich belohnt durch die damit 
verknüpfte Förderung der geistigen Gewandtheit, des Anschauungs- 
vermögens und der zeichnerischen Geschicklichkeit. Diese „graphische 
Auflösung^^ der sphärischen Dreiecke ist einer bedeutenden Verein- 
fachung fähig, wenn man, auf die Anschaulichkeit des Bildes ver- 
zichtend, zwei Ecken nach dem Kugelbildrande verlegt, z. B. die Pole 
der beiden in der Aufgabe vorkommenden Koordinatensysteme, so daß 
alle zu den Polachsen senkrechten Kreise geradlinige Sehnen des Kugel- 
bildrandes werden. Indem man das eine Koordinatensystem auf Pause- 
papier zeichnet und um den Mittelpunkt des Kugelbildes drehbar 
macht, kann man graphisch alle sphärischen Dreiecke auflösen. Auf 
diesem Gedanken beruht der „Trigonometer^' von C. Braun (Katalog 
mathematischer und mathem.-phyöikal. Modelle, Apparate und Instru- 
mente, herausgegeben von W. Dyck, München 1892, Seite 160), bei 
dem aber nicht die rechtwinklige, sondern die stereographische Pro- 
jektion der Kugel benutzt wird. ^) Andere Grandgedanken führen zu 
Apparaten wie dem Sonnenstandsmesser von Willig (Verlag von 
F. Ackermann, Weinheim i. Bdn.). 

Man zeichne insbesondere die Ekliptik zu möglichst verschiedenen 
Stemzeiten, namentlich 0^ 6*^, 12*^, 18*^, und auch 9'^, 21*^, jedesmal 
mit den Tierkreiszeichen, und womöglich (nach 3.) auch mit den 
Hauptsternen des Tierkreises und der andern für das Heimischwerden 
am Himmel wesentlichen Sternbilder; dazu bei verschiedenen geographi- 
schen Breiten (insbesondere 9 = 0^ und (f « 90®), und bei verschiedenen 
Lagen des Südpunktes auf der Ellipse, die den Horizont darstellt, 
endlich bei recht verschiedenen Stellungen des Horizontes (Durch- 
messer des Bildrandes,- Bildrand selbst). Man zeichne femer die 
gegen die Ekliptik um öY^® (durchschnittlich) geneigte Mondbahn 
bei gegebener Lage der Knoten, bei nächtlicher Sommer- und Winter- 
stellung der Ekliptik (in eiüei- genauen Zeichnung wird das Zurück- 
weichen der Knoten um 1^1^ (im Mittel) für einen Umlauf schon 
erheblich ins Gewicht fallen und die spiralige Gestalt der Bahn deut- 
lich werden). 



1) Neuerdings in brauchbarer Form im Buchhandel erschienen: F. Körb er, 
Transformator für sphärische Koordinaten (Berlin, Reimer 1906). 



Verbesserungen. 



In Fig. 1 oben lies: Bg statt B'; oben unterhalb Oj lies: Q, statt 0^; H^ statt H. 

Seite 2, Zeile 32 lies: Seite 110 statt § 13, 14. 

Seite 7 hinter Zeile 16 ist zu ergänzen: Man beweise an Fig. 1 stereometrisch, 
daß die von den Brennpunkten F, F' auf eine Ellipsentangente t gefällten Lote 
FI, FT stets das geometrische Mittel b haben (die durch t und 0^, t und 0, 
bestimmten Ebenen halbieren die Winkel der Kugelberührungsebenen %, ®, 
stehen also aufeinander senkrecht; aber O^IF, OjI'F' sind die Neigungswinkel 
der Ebenen tO^^tO^ gegen @, sind also Komplementwinkel, daher ist Dreieck 

OjlF~I'OgF'). 

In Fig. 47 rechts oben lies: S^ statt S. 
„ „ 49 „ tmten „ S' „ L'. 

n . . 73 „ (S), (B), (B') statt [SJ,- [BJ, [B']. 

Seite 99 nach Zeile 4 ist zu ergänzen: Man führe den Beweis der Sätze S. 97, 98, 
auch mittels der Gleichungen der Kreise und ihrer Potenzlinien (oder durch 
bloße Anwendung des Pythagoreischen Lehrsatzes) unter Zuhilfenahme der beiden 
Kugelradien q , q' und des Neigungswinkels der Kegelachse gegen die Bild • 

ebene (wobei die Kegelhöhe = -, — ~ ist), indem man die Projektion der 

Grundfiächenmitte als Koordinatenanfangspunkt benutzt. Man zeichne die 

Kugekeihe im Zylinder. 
Seite 110, Zeile 24 ist zu ergänzen: Man zeichne in Fig. 1 die Bilder FI, F'I' 

der von den Brennpunkten auf die Ellipsentangente t gefällten Lote ein (wird 
. F'J' II FP bis an t gezogen, so ist I' die Mitte von PJ'). 
In Fig. 87 links lies: A' statt A. 
„ „ 90 (in der Mitte) lies: J statt F. 
Seite 129 nach Zeile S ist zu ergänzen: Man bestimme mittels einer für beliebige 

Strahlenrichtung hergestellten Isophotenkugel (von gleichem Radius wie Fig. 99 

und 100) die Beleuchtungsstärken der Oktantenebenen, und mittels Aufgabe 8 

§ 12 ihre Schlagschatten. 
In Fig. 130 oben zwischen üj und Lj lies: M, statt M. 
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